kvwszor2 1 OO O00000000O000OO0O0O0OO0OO0O0OO0O0OO0OON 1

Janusz Jabto nAski, Robert DYLEWSKI

UNIWERSYTET ZIELONOGORSKI, INSTYTUCJA, Szafrana, 4a, 65-516, Zielona Gora
PANSTWOWA WYZSZA SZKOtA ZAWODOWA, Teatralna 25, 66-400 Gorzéw Wlkp

Szybkie mno zenie modulo 2 *-1

dr inz Janusz JABLONSKI
W latach 1994 — 2003 asystent, gpsie adiunkt
Instytutu Informatyki i Elektroniki Uniwersytetu
Zielonogoérskiego. Od wrZeia 2004 adiunkt
Wydzialu Matematyki, Informatyki i Ekonometrii UZ.
Obecnie prowadzi zegia z zakresu lynierii
Oprogramowania. Posiada, réwhiedcswiadczenie
dydaktyczne w zakresie architektury komputeréw or|
logiki  programowalnej.  Podstawowe  badan
zwiazane z wykorzystaniem arytmetyki resztowej org
uktadéw FPGA w akceleracji oblicae

e-mail: J.Jablonski@wmie.uz.zgora.pl

dr Robert DYLEWSKI

Doktorat uzyskany w roku 2003, z zakresu metc
numerycznych i optymalizacji. Prowadzone ¢zég:
programowanie matematyczne, badania operacyji
podstawy optymalizacji, algorytmy i struktury danych
metody numeryczne. Tematyka badaaukowych:
optymalizacja wypukia nieidiczkowalna, metody
rzutowe i zastosowania, wiasiedi zastosowania sieci
Petriego.

e-mail: r.dylewski@wmie.uz.zgora.pl

Streszczenie

W artykule przedstawiona zostata koncepcja zen@ oparta na redukto-
rze 4:2. Proponowane rozwganie nie korzysta z typowego poibig

na realizacji transformat, jak ale réwhai@otgowanie metog
iteracyjne w krptografii RSAasforma mnazenia akumulacyjnego
(MAC, ang.Multiply and Accumulate Schemat MAC w mnie-
niu macierzy korzysta z operacji arytmetycznych aleania oraz
mnazenia [4]. W szczegdlrigi wykorzystanie zrownoleglenia, na
przyktad w sumatorach prefiksowych (PPA, aRgraller Prefix
Adde) [5], prowadzi do przyspieszenia obliézeDla sumatoréw
prefiksowych ztaonas¢ wyrazona charakterystyk T - liczba
poziomow logicznych néciezce krytycznej, a zatem rowriezas
realizacji dodawania jest funkcjogarytmiczm rozmiaru bitowe-
go argumentéw, natomiast ztnaos¢ szybkiego mngenia wyra-
zana jest funkcja kwadratew dla prostej implementacji opartej
na sekwencyjnym dodawaniu, lub linigw dla implementacji
uktadéw matrycowych, efektywniejsze sozwiazania specjalizo-
wane oparte na drzewiastej strukturze elementéwongwczych
[1, 6]. Efekt zmniejszenia rozmiaréw argumentowzozedwnole-
glenia przetwarzania mpa osigna¢ migdzy innymi przez wyko-
rzystanie systemu resztowego w reprezentacji li@2NS, ang.
Residue Number Systef, 2, 3,7].

2. Resztowa reprezentacja argumentéw
i arytmetyka modularna

W RNS liczby reprezentowane a sjako wektor reszt
X ={Xo,X,..., X} bedacych cyframi obliczanymi jako reszty
z dzielenia module; = X modm w dalszych rozwaaniach ozna-
czane jakog = [XO,;. Jezeli modutym sa rézne i parami wzgid-

optymalizupcego opartego na sumatorach CSA w strukturze drzewa Ni€ pierwszeNWID(m # my) = 1 to baz systemu resztowego jest

Wallec'a. W proponowanym rozygianiu multiplikatora modulo ‘21
optymalizacja charakterystyki T korzysta z autaegki rozwizania reduk-
tora 4:2 oraz eliminowania przypadkéw szczegoélnyofe wystpujacych
lub nieosagalnych wartéci.

Stowa kluczowe CSA, mngenie modulo, matryca magca,

Fast modulo 2 *-1 multiplication
Abstract

This paper presents the new implementation apprémctast multiplica-
tion. The new approach depends on utilization #ticer 4:2 introduced
on drawing 4 instead of two levels the CSA [8]adiditionally for im-
provement timing profile of modulo2 1 multiplication (in this example
k = 4), the circuit implemented multiplication scheprasented in picture
5 was simplified, because in proposed solution oflubo multiplication
the position with weight2will not step out. The proposed solutions show
at picture 5 uses the "bit grouping method" désttiin equation 3, whose
was proposed in [1]. Applying traditional method=ring on CSA in
constructing the Wallace'a tree would not be pdssiminate of level 2
because on four bit position are possible diffemmbinations three bits
by value "1". Introduced on drawing 4 patern redut2 as well as to use
principle the depending on detecting of non-exisiaput combinations
mighty with success both in multiplication how also multiplication
modulo for arguments larger then 4 bits size. thiced in summary
results show how the large possibilities of uttiiaa proposed method in
optimization of the time of multiplication as wels multiplication modu-
lo.

Keywords: multiplication, RNS, modulo, Wallace'a tree

1. Wstep

Dla opisu danego zjawiska aparatem matematycznwalaj
réwniez symulow& przebieg wielu zjawisk. Obecnie modele
matematyczne cyfrowego przetwarzania sygnatow (D&Ry.
Digital Signal Processing[2, 3]. Przetwarzanie obrazéw oparte

wektor B={my,my,...m} dla i =0,1,2,..k a zakresem reprezenta-
cji jest M=[]m. Arytmetyka w RNS nazywana jest ,arytmeiyk
bez przeniesi®¢ co oznaczaze dodawanie i mrenie realizo-
wane § hniezalenie na poszczegoélnych skladowych wektora reszt
reprezentujcych argumenty operacji arytmetycznych a wynikiem
operacji dodawania i muenia Zg=Xg[Yg jest wektor reszt
Zs={2y, 7,,...Z} - Operacje dodawania i mienia g realizowane
niezalenie w poszczegodlnych kanatach resztowyeik<XY,
wiec argumentami dziata[xy;(l,; 1 znacznie mniejsze liczby
i mozna oczekiwa przyspieszenia oblickeproporcjonalnego do
zmniejszenia rozmiaru argumentéw. W meoiu zakres wyniku
wynosin = log, X + log, Y. Zatem, dla oggnigcia przyspieszenia
obliczen przez zastosowanie RNS najlauwzgkdnia® kilka prze-
stanek przy konstruowaniu baBysystemu:
v zakres wynikéw = M,
v/ rozmiary reszt znagzo mniejsze od argumentéw,
v/ operacje na resztach wykonywane szybciejelnna ory-
ginalnych argumentach,
v zblizony rozmiar i czas operacji dla kanatéw resztowych.
Zwigkszenie liczby kanatow resztowych ma wplyw na rezsz
rzenie zakresu dynamicznego RNS orazekwszenie zrownole-
glenia przetwarzania na mniejszych argumentachajeg zwik-
szanie liczby modutéw powoduje znaczne dysproporcje
w szerokdci kanatéw resztowych oraz komplikuje proces wyzna-
czania wartéci reszt. Problem wyboru bazy RNS jest tematem
wielu opracowa [1, 2]. Mazna nakréli¢ podstawowe wskazéwki
dotyczce kandydatow na modulyy wchodace w sktad bazy B
systemu resztowego:
v/ rozmiary reszt powinny lyznaczaco mniejsze od rozmia-
réw argumentéw
v/ czas T dla operacji modula mniejszy anieli czas opera-
cji na argumentach
v’ zblizony rozmiar i czas operacji (+,*) dla poszczegdhnyc
kanatéw resztowych.
Praktyczne zastosowania znajdujiektore zestawy modutow,
najczsciej typun - 1,n, n+ 1, gdzien jest typu 2"
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3. Arytmetyka modulo 2 1

Argumentami operacji arytmetycznych w RN% skia-
dowe wektora reszt a operacnajca wptyw na szybké&t
przetwarzania jest maenie modulo w szczegdléa mno-
zenie modulo %1 [6, 7, 9].

Reprezentagj binarra wyniku mnaenia Z = XOY jest
wektor Z = {z,1,z,2,..., ZoZ1, ---» Z1. 20}, ktOrego wartgé
mozna zapis&rowniez jako ztazenie:

z:niz‘ z :zknflzl'zj+k +kf‘(2i z) @
i=0 =0 i=0

Podstawiac wyznaczenie wyniku z meenia reszt modulo*21
mozna zrealizowé jako:

j-1
[
Sz
1=0 241 2x1

Argumenty mnaenia to reszty modulo®1, wiec wynik to wek-
tor Z = {Z,, Zo} a resz¢ mazna wyznaczy jako:

Sz @

1=0

‘Z‘zkﬂ =

‘Z‘Zk—l = ‘ZO + Zl‘zk—{ ®)
W kodzie U2 réwnanie (3) nioa zastpi¢ rownaniem:
‘Z‘Zkﬂ :‘ZO_Zl‘zk»fl =‘ZO+21+1~2“1' “)

gdzie, Z ; oznacza zanegowane waktbbitow Z;.
Zatem wyznaczanie reszty oma wykong w PPA [6].

4. Efektywne mno zenie

Uktady mnaace dzieli s¢ na matrycowe oraz rownolegte [1,

2, 6, 9]. Mnaenie matrycowe przedstawione na rysunku. 1 wy-

maga 3 pozioméw CSA a mienie réwnolegte w oparciu 0 CSA
w strukturze drzewa Wallace'a tylko dwu poziomowACE].
Przyjmupc, ze czas operacji wyzany charakterystykT dla CSA
wynosi 4 dla 4-ro bitowego muaenia matrycowego ogdienie
Ty = 19 natomiast dla uktadu réwnolegtego ppiénie Tz= 14.
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XoY2 XoY1 XoYo
X1y1 XiYo
+  XYs3 X2Y2 [X2Yi| X2Yo

Z7 Zg Zs L4 23 2 74 2o

Rys. 1.
Fig. 1.

Schemat maenia
Multiplication schema

5. Propozycja reduktora 4:2

Schemat z rysunku 4 przedstawia implementakjadu reduktora
4:2 wraz z wykrywaniem szczeg6lnego przypadku -$oigj o
wadze 4. Liczba pozioméw logicznych reduktora 41@suinku 4
T =5 a dla proponowanych rozwen reduktoréw 4:2 opartych na
dwu poziomach CSA liczba pozioméw T = 8.

Schemat uktadu reduktora 4:2
Schema the 4:2 circuit

Rys. 2.
Fig. 2.
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6. Mnozenie modulo 2 -1 oparte na reduktorze 4:2

Wykorzystupc réwnanie (3) dzielenie moduld-2 mazna za-
stapi¢ dodawaniem &Z;. W mnaeniu 9 * 13 = 117 modulo 15
z rysunku 3 wyznaczenie reszty z zostanie sprowsslzo sumy
9 + 3 = 12. Na rysunku 3a przedstawiono wykorzysteeduktora
4:2 do wyznaczenia liczby "1" dla sumowania wynikémscio-
wych S. Dla reszt modulo ‘21 czynniki s mniejsze od - 1,
zatem pozycja o wadze®ie wystpi.
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Schemat maenia modulo 21.
Multiplication modulo 21 schema

Rys. 3.
Fig. 3.

W proponowanym schemacie wyst jeden poziom redukcji
L4, 0 charakterystyce ,b = 5, a charakterystyka ukladu nine
cego wyniesie §=5 * L, + TR = Tp =5*1 + 9 = 14. Natomiast
dla czterobitowego uktadu miaenia modulo 21 charakterystyka
Tum=5*1 + Tgy = 5+ 7 =12.

7. Whnioski

Przedstawione rozazanie charakteryzuje znace zmniejszenie
wartasci charakterystyki T dla mrenia w stosunku do rozyda-
nia matrycowego wynogge 19/14, natomiast w stosunku do
rozwigzania réwnolegtego 17/14. Taki efekt udate sizyskd
dzigki zastosowaniu proponowanego reduktora 4:2 orazlimy
nowania poziomu '? dla nie wystpujacych wartéci w mnaze-
niu. W tradycyjnym ukladzie reduktora 4:2 opartyin dwu po-
ziomach CSA redukagych w stosunku 3:2 liczbjedynek nie
udatoby st wyeliminowa& jednego poziomu CSA, poniewaie
mozna przewidzié w ktérymz czterech wiersz§ nie wystpi
wartas¢ "1". Proponowane rozwkanie mana wykorzysta dla
mnazenia argumentow wkszego rozmiaru np. 8 lub 16 bitowych.
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