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Streszczenie 
 

W artykule przedstawiona została koncepcja mnożenia oparta na redukto-
rze 4:2. Proponowane rozwiązanie nie korzysta z typowego podejścia 
optymalizującego opartego na sumatorach CSA w strukturze drzewa 
Wallec'a. W proponowanym rozwiązaniu multiplikatora modulo 2k-1 
optymalizacja charakterystyki T korzysta z autorskiego rozwiązania reduk-
tora 4:2 oraz eliminowania przypadków szczególnych - nie występujących 
lub nieosiągalnych wartości.  
 
Słowa kluczowe: CSA, mnożenie modulo, matryca mnożąca,  
 

Fast modulo 2 k-1 multiplication 
 

Abstract 
 
This paper presents the new implementation approach for fast multiplica-
tion. The new approach depends on utilization the reducer 4:2 introduced 
on drawing 4 instead of two levels the CSA [8]. It additionally for  im-
provement timing profile of modulo 2k - 1 multiplication (in this example 
k = 4), the circuit implemented multiplication schema presented in picture 
5 was simplified, because in proposed solution of modulo multiplication 
the position with weight 22 will not step out. The proposed solutions show 
at picture 5  uses the "bit grouping method" described in equation 3, whose 
was proposed in [1]. Applying traditional methods leaning on CSA in 
constructing the Wallace'a tree would not be possible eliminate of level 22  
because on four bit position  are possible different combinations three bits 
by value "1". Introduced on drawing 4 patern reducer 4:2 as well as to use 
principle the depending on detecting of non-existent input combinations 
mighty with success both in multiplication how also in multiplication 
modulo for arguments larger then 4 bits size. Introduced in summary 
results show how the large possibilities of utilization proposed method in 
optimization of the time of multiplication as well as multiplication modu-
lo.  
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1. Wstęp 
 

Dla opisu danego zjawiska aparatem matematyczny pozwalają 
również symulować  przebieg wielu zjawisk. Obecnie modele 
matematyczne cyfrowego przetwarzania sygnałów (DSP, ang. 
Digital Signal Processing) [2, 3]. Przetwarzanie obrazów oparte 

na realizacji transformat, jak ale również potęgowanie metodą 
iteracyjne w krptografii RSA są formą mnożenia akumulacyjnego 
(MAC, ang. Multiply and Accumulate). Schemat MAC w mnoże-
niu macierzy korzysta z operacji arytmetycznych dodawania oraz 
mnożenia [4]. W szczególności wykorzystanie zrównoleglenia, na 
przykład w sumatorach prefiksowych (PPA, ang. Paraller Prefix 
Adder) [5], prowadzi do przyspieszenia obliczeń. Dla sumatorów 
prefiksowych złożoność wyrażona charakterystyką T - liczba 
poziomów logicznych na ścieżce krytycznej, a zatem również czas 
realizacji dodawania jest funkcją logarytmiczną rozmiaru bitowe-
go argumentów, natomiast złożoność szybkiego mnożenia wyra-
żana jest funkcja kwadratową - dla prostej implementacji opartej 
na sekwencyjnym dodawaniu, lub liniową - dla implementacji 
układów matrycowych, efektywniejsze są rozwiązania specjalizo-
wane oparte na drzewiastej strukturze elementów wykonawczych 
[1, 6]. Efekt zmniejszenia rozmiarów argumentów oraz zrównole-
glenia przetwarzania można osiągnąć między innymi przez wyko-
rzystanie systemu resztowego w reprezentacji liczb (RNS, ang. 
Residue Number System) [1, 2, 3 ,7].   

 
2. Resztowa reprezentacja argumentów 

i arytmetyka modularna  
 
W RNS liczby reprezentowane są jako wektor reszt 

X = {x0,x1,..., xk} będących cyframi obliczanymi jako reszty 
z dzielenia modulo xi = X mod mi w dalszych rozważaniach ozna-
czane jako xi = Xmi. Jeżeli moduły mi są różne i parami względ-
nie pierwsze NWD(mi ≠ mj) = 1 to bazą systemu resztowego jest 
wektor B={m0,m1,...,mn} dla  i = 0,1,2,...,k a zakresem reprezenta-
cji jest  M= ∏mi. Arytmetyka w RNS nazywana jest „arytmetyką 
bez przeniesień” co oznacza, że  dodawanie i mnożenie realizo-
wane są niezależnie na poszczególnych składowych wektora reszt 
reprezentujących argumenty operacji arytmetycznych a wynikiem 
operacji dodawania i mnożenia ZB=XB⊕YB jest wektor reszt 
ZB={z0, z1,...,zk} B. Operacje dodawania i mnożenia są realizowane 
niezależnie w poszczególnych kanałach resztowych mi<<X,Y, 
więc argumentami działań xi⊕yimi są znacznie mniejsze liczby 
i można oczekiwać przyspieszenia obliczeń proporcjonalnego do 
zmniejszenia rozmiaru argumentów. W mnożeniu zakres wyniku 
wynosi n = log2 X + log2 Y. Zatem, dla osiągnięcia przyspieszenia 
obliczeń przez zastosowanie RNS należy uwzględniać kilka prze-
słanek przy konstruowaniu bazy B systemu: 
� zakres wyników n ≤ M, 
� rozmiary reszt znacząco mniejsze od argumentów,  
� operacje na resztach wykonywane szybciej aniżeli na ory-

ginalnych argumentach, 
� zbliżony rozmiar i czas operacji dla kanałów resztowych. 
Zwiększenie liczby kanałów resztowych ma wpływ na rozsze-

rzenie zakresu dynamicznego RNS oraz zwiększenie zrównole-
glenia przetwarzania na mniejszych argumentach, jednakże zwięk-
szanie liczby modułów powoduje znaczne dysproporcje 
w szerokości kanałów resztowych oraz komplikuje proces wyzna-
czania wartości reszt. Problem wyboru bazy RNS jest tematem 
wielu opracowań [1, 2]. Można nakreślić  podstawowe wskazówki 
dotyczące kandydatów na moduły mi wchodzące w skład bazy B 
systemu resztowego:  
� rozmiary reszt powinny być znacząco mniejsze od rozmia-

rów argumentów  
� czas T dla operacji modulo mi mniejszy aniżeli czas opera-

cji na argumentach 
� zbliżony rozmiar i czas operacji (+,*) dla poszczególnych 

kanałów resztowych.  
Praktyczne zastosowania znajdują niektóre zestawy modułów, 
najczęściej typu n - 1, n, n + 1, gdzie n  jest typu 2k± i

. 



2    KNWS 2012 
 

 
3. Arytmetyka modulo 2 k±±±±1  

 
Argumentami operacji arytmetycznych w RNS są skła-

dowe wektora reszt a operacją mającą wpływ na szybkość 
przetwarzania jest mnożenie modulo w szczególności mno-
żenie modulo 2k±1 [6, 7, 9].  

Reprezentacją binarną wyniku mnożenia Z = X⊗Y jest 
wektor Z = {zn-1,zn-2,…, zk,zk–1, …, z1,z0}, którego wartość 
można zapisać również jako złożenie:     
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Podstawiając wyznaczenie wyniku z mnożenia reszt modulo 2k±1 
można zrealizować jako:  
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Argumenty mnożenia to reszty modulo 2k±1, więc wynik to wek-
tor Z = {Z1, Z0} a resztę można wyznaczyć jako:      

 121012 −−
+= kk ZZZ .  (3) 

 W kodzie U2 równanie (3) można zastąpić równaniem: 
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gdzie,  1Z oznacza zanegowane wartości bitów Z1. 
Zatem wyznaczanie reszty można wykonać w PPA [6].  

 
4. Efektywne mno żenie   

 
 Układy mnożące dzieli się na matrycowe oraz równoległe [1, 

2, 6, 9]. Mnożenie matrycowe przedstawione na rysunku. 1 wy-
maga 3 poziomów CSA a mnożenie równoległe w oparciu o CSA 
w strukturze drzewa Wallace'a tylko dwu poziomów CSA [8]. 
Przyjmując, że czas operacji wyrażony charakterystyką T dla CSA 
wynosi 4 dla 4-ro bitowego mnożenia matrycowego opóźnienie 
TM = 19 natomiast dla układu równoległego opóźnienie TR= 14.   
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Rys. 1.  Schemat mnożenia 
Fig. 1.  Multiplication schema  

 
 

5. Propozycja reduktora 4:2 
 
Schemat z rysunku 4 przedstawia implementację układu reduktora 
4:2 wraz z wykrywaniem szczególnego przypadku - wyjście o 
wadze 4. Liczba poziomów logicznych reduktora 4:2 z rysunku 4 
T = 5 a dla proponowanych rozwiązań reduktorów 4:2 opartych na 
dwu poziomach CSA liczba poziomów T = 8.  

 

 
Rys. 2.  Schemat układu reduktora 4:2   
Fig. 2.  Schema the 4:2 circuit 

 

6. Mnożenie modulo 2 k-1 oparte na reduktorze 4:2    
   
Wykorzystując równanie (3) dzielenie modulo 2k-1 można za-

stąpić dodawaniem Z0+Z1. W mnożeniu 9 * 13 = 117 modulo 15 
z rysunku 3 wyznaczenie reszty z zostanie sprowadzone do sumy 
9 + 3 = 12. Na rysunku 3a przedstawiono wykorzystanie reduktora 
4:2 do wyznaczenia liczby "1" dla sumowania wyników częścio-
wych Si. Dla reszt modulo 2k-1 czynniki są mniejsze od 2k - 1, 
zatem pozycja o wadze "22" nie wystąpi.  
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Rys. 3.  Schemat mnożenia modulo 24-1. 
Fig. 3.  Multiplication modulo 24-1 schema 

 

W proponowanym schemacie wystąpi jeden poziom redukcji 
L4:2 o charakterystyce  T4:2 = 5, a charakterystyka układu mnożą-
cego wyniesie TP = 5 * L4:2 + TsR = TP =5*1 + 9 = 14. Natomiast 
dla czterobitowego układu mnożenia modulo 2k-1 charakterystyka 
TMM= 5*1 + TsM = 5+ 7 =12.  

 
7. Wnioski  
 
Przedstawione rozwiązanie charakteryzuje znaczące zmniejszenie 
wartości charakterystyki T dla mnożenia w stosunku do rozwiąza-
nia matrycowego wynoszące 19/14, natomiast w stosunku do 
rozwiązania równoległego 17/14. Taki efekt udało się uzyskać 
dzięki zastosowaniu proponowanego reduktora 4:2 oraz wyelimi-
nowania poziomu "22" dla nie występujących wartości w mnoże-
niu. W tradycyjnym układzie reduktora 4:2 opartym na dwu po-
ziomach CSA redukujących w stosunku 3:2 liczbę jedynek nie 
udałoby się wyeliminować jednego poziomu CSA, ponieważ nie 
można przewidzieć w którymz czterech wierszy Si nie wystąpi 
wartość "1". Proponowane rozwiązanie można wykorzystać dla 
mnożenia argumentów większego rozmiaru np. 8 lub 16 bitowych.  
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