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Streszczenie

W pracy rozwaa sk problem dopuszczaldai liniowej (PDL), do ktérego
sprowadza si wiele praktycznych probleméw. Do rozamywania PDL
zaproponowano metedzutows, w ktérej do konstrukcji wektora rzuto-
wego wykorzystuje giselekcg residuala. Podano terozszerzenie meto-
dy do przypadku, gdy nie zaklada siesprzecznii problemu. Przepro-
wadzono testy numeryczne, w ktérych poréwnano miterearn metod;

Z innymi znanymi metodami.

Stowa kluczowe selekcja residualna, metoda rzutowa, problem sibpu
czalngci liniowej.

Residual selection in projection methods for
linear feasibility problems

Abstract

In this paper, we consider the linear feasibilityolgem. We propose
a projection method with so called residual setectinodel. We present
modification of this method, where we don’t suppotfet the system of
linear inequalities is consistent. We present #sellts of numerical test for
presented projection methods.

Keywords: residual selection, projection method, lindeasibility

problem.

1. Wprowadzenie

W artykule rozwaa sk problem dopuszczaldoi liniowej, kto-
ry mozna zapiséw nastpujacej postaci:

Problem (PDL)
Dany jest uktad nieréwriai liniowych
A'x<b,
gdzie:A jest macierztypu nxm, xOR" i bOR™.
Znalegé rozwiazanie X' OM, :{x: A'x< b} lub stwierdzt,
eM,=0.

1)

W powyzszym problemie nie zakladaesiniesprzeczni.
Rozwaane g metody, ktére gwarantujzbieznos¢ w przypadku,
gdy zbiér rozwizen M, # O ; jesli natomiastM , =0 , to potra-
fig ten fakt wykry.

Wiele innych probleméw mma sprowadZi do PDL.
Na przyktad zadanie programowania liniowego, czylogjsze
zadanie minimalizacji wypuklej z ograniczeniami idvwymi,
gdzie funkcja celu jest kawatkami liniowa (ma péstaaksimum
funkcji liniowych) [1]. W wielu praktycznych zagammiach
otrzymuje s¢ do rozwizania problemy postaci PDL, np. zagad-
nienie tomografii komputerowej (wyznaczanie prz@krabiektu),
zagadnienie planowania radioterapii zzyciem whzek
0 modulowanej intensywsoi, wkasndgci strukturalne (ograniczo-

ych dla probleméw

nos¢, powracalnéC) sieci Petriego [2]Szeroki opis probleméw
postaci PDL zawarto w pracy [3]. &to w praktycznych proble-
mach M, =0 albo nie wiadomo, czy zbi6r rozygian M, jest

pusty.

2. Metoda rzutowa dla problemu dopuszczal-
nosci liniowej
W punkcie tym rozwza sk metody rzutowe skace do rozwi-
zywania problemu PDL. Nied®,(x) = argmin .|y - oznacza

rzut metryczny punktx na zbiérS. Metody rzutowe majogoin
posta:

x, OR" —dowolny )
X = Xy T Aty
gdzie wektor rzutowy
t, = Py, X =X, (3)
i parametr relaksacyjnyl, O (0, 2). Zbior M, ma post&
M, ={x: A x<b_} 4

gdzie A jest podmacietgmacierzyA, skiadajca sig z kolumn
L OJ= { 12,...,m} i b jest podwektorem wektols skiadaj-
cym sk ze wspotrgdnych o numerach ze zbiody 0O J .

Metody rzutowe rénia sie przede wszystkim wyborem nie-
réwnaici (zbiér L) i w konsekwencji konstrukgjwektora rzuto-
wegot,. W najprostszych metodach zbily jest jednoelemento-
wy, czylit, jest wektorem rzutowym na zbiér rozwan dla jednej
nierébwndci. W metodzie najwgkszego residuum (M-nr) zbior
L, :{ik}, przy czym

i, OArgmax, (A™x-b ) ®)
gdzieA; oznaczd-ta kolumrg macierzyA. Inne znane metody,
wktorych |L|=1 to metoda najwiszej odlegtéci, metoda

cykliczna, metoda prawie cykliczna i
rzalnych [1].

metoda projelpowta-

3. Metoda rzutowa z selekcj g residualn g

Metody, w ktc')rych|Lk| =1 s dosy proste, ale niestety wolno

zbiezne do rozwizania. W celu poprawienia zbigosci mazna do
konstrukcjit, wybiera wiecej niz jedr nieréwna¢ z uktadu (1).
Niech x; =P, x,. Jeeli macierz A jest petnego kgu ko-

lumnowego, to uktad réwrma A’ x=b_ posiada rozwizanie

i rzut metrycznyg, na M, = {x: Al x= bLk} wynosi [4, 5]:
x=Px =% -A(AA ] (Ax-bn) O

Oczywiscie, x, nie musi by réwne x; . Mozna pokaza [4, 5],
ze
. 4 —-1
X =X = y:(AIkALk) (ALTka_bLk)ZO' )

W pracy [1] wprowadzono tzw. selekcptarka rozwartego
i szczegolny przypadek tej selekcji, meatcagklekcji regularnego
stazka rozwartego (M-srsr), ktére gwarantugpetnienie warun-
kow: (ALTKALK)ﬂzO oraz (ALTkxk—bLk)ZO. W konsekwencji

zachodziy = 0. W pracach [4, 5] wprowadzono metosklekcji
residualnej (dla zadania minimalizacji wypuktej ndiniczkowal-
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nej), w ktérej zaktada size y=0 bez koniecznei spetnienia
warunku (ALT xk—bLk)ZO. W pracy [6] zastosowano metod
selekcji residualnej (M-sr) w metodzie rzutowej qleoblemu
PDL i pokazano zbigmos¢ w przypadku, gdyM, # O . Oczywi-
scie, przy sprawdzaniu warunky =0 i konstrukcji wektora
rzutowego t, metod, M-sr nie trzeba wyznaczaodwrotngci
macierzy ALTKALK ; wykorzystuje si rozktad Cholesky'ego z aktu-
alizacp [7].

Rozwamy teraz ogolniejsz sytuacg; nie zaklada si ze
M, # 0 . Jeeli rozktad Cholesky’ego macieerk A zostanie
przerwany, to oznaczae M, =0 (patrz [6, Theorem 1]). deli
natomiast rozktad Cholesky’'ego zaloay sk pomsinie, to
X =Py X =X+t dla t =-Ay (patrz [6, Corollary 2]).
W konsekwencji, jeeli M, # 0 i ciag X« generowany jest przez

(2, 3, 4) zL wyznaczanym metadM-sr, to zachodzi (patrz [6,
Theorem 5]):

max0, ATx, —h 1i = 1.2,...,m} - 0. ®

Wprowadmy teraz metog ktora jest pewsn modyfikacg me-
tody rzutowej (2, 3, 4) z selekicM-sr. Podoba ides zapropono-
wano dla metody rzutowania naprzemiennego [8, 9gciNd,
oznacza tolerangjna spetnienie nieréwsoi uktadu (1),

d, = (- p)di +pd, , ©)
gdzie: dy = min_ ., max{o, A'x; —b i = 12,...,m}, d, =0
i 40(0,1]. Ponadto, wprowaginy zamiast zbioruM, zdefinio-
wanego w (4) zbior

Mf={x:ALTkxsbLk+dk}. (10)
Uwagi:
1) Jgli #=1,t0 M =M, dla kadegok.

2) Jdli dla pewnegdk rozktad Cholesky’ego zostanie przerwany,

to oznaczaze M;’ =0, w konsekwencji te M, =0 . Mozna

wtedy zakdczy¢ metod; z odpowiedzi, ze problem PDL jest
sprzeczny, albo kontynuowaprzyjmupc d, =d, poniewa

min .. ma>{0, A'x-b :i= lZ,...,m}z dy -

3) Jéli d, >min__, max0, A’x~b, :i=12...m dla kadego
k, to M?#0 i w konsekwencji dla % zachodzi
max{O, A'x-b -d, :i= :LZ,...,m} - 0 (patrz (8)).

4) Jsli dla pewnegdk zachodzid« < ¢ dla zadanege, to ozna-
cza,ze X jest rozwizanieme-optymalnym, czyliA'x-b < ¢ dla
kazdej nierébwnécii =1, 2, ....m.

4. Wyniki testow numerycznych

W punkcie tym przedstawiono wyniki dla metody rauép opi-
sanej w punkcie 2, gdzie do wyboru nierédcio(zbioru Ly)
i konstrukcji wektora rzutowego zastosowano metddy:M-nr —
najwigkszego residuum, (2) M-srsr — selekcji regularnstgka
rozwartego i (3) M-sr — selekcji residualnej. Pehyj A, =1.
W kryterium zatrzymania tolerancja optymaloo wynosita
£=10°.

Wygenerowano losowo po 10 przyktadéw dladego uktadu
parametrown, m, |. Wspétrzdne lewych stron nieréwioi zosta-
ty wygenerowane losowo z przedziatu (-0.5, 0.5pi3% 1, 2, ...,
| przyjgto by = 0, a dlai =1 + 1, ..., m wspétrzdne wektorab
wygenerowano losowo z przedziatu (0, 1), podobrspairzdne
punktéw startowych. Zagwarantowanoewiniesprzeczrig pro-
blemu PDL. Warté& | natomiast wptywa na wielké zbioru
rozwiazan. Wyniki testéw przedstawiono w tabeli 1, przy czigm
oznaczasrednh liczbe iteracji potrzeba do uzyskania rozweza-
niae-optymalnego.

Tab. 1.  Wyniki testéw numerycznych
Tab. 1. Results of numerical tests

M-nr M-srsr M-sr

nxm | ke ko ks
12 65 12 6
20x20 20 220 40 7
20 x40 12 222 30 8
24 1001 168 14
20 x50 12 231 44 11
24 2210 479 18
30 295 41 19

50 x 50

50 542 75 33
30 1536 252 35
50 %100 60 2521 461 145
30 1322 156 69
50 %200 60 3773 583 122
60 597 86 49
100%100 449 941 133 77
200 <200 120 1826 230 97
200 1858 242 164

Mozna zaobserwowaprzewag metody drugiej nad pierwsgz
i trzeciej nad drug Do wyboru poduktadu réwmai konstrukcji
wektora rzutowego, w przypadku pierwszej metodyanhbr jest
zawsze tylko jedna nieréwibwyjsciowego uktadu nieréwriai.
W drugiej metodzie liczba wybieranych nieréwaiowynosita od
2 do 8, sid dwzo lepsze wyniki. Trzecia metoda ugiwia wybie-
ranie te& nierdwndci, ktére g wprawdzie spetnione w aktualnym
przyblizeniu rozwizania, ale pozwala to dodatkowo niewielkim
kosztem zwgkszy¢ dtugas¢ wektora rzutowego, bez utraty zbie
NosCi.

5. Podsumowanie

Wyniki testbw numerycznych wskaaupa przewag metody
selekcji residualnej nad metpdelekcji regularnego stka roz-
wartego. Obydwie te metody sluzo lepsze od metod, w ktérych
do konstrukcji wektora rzutowego wybiera; gylko jedra nie-
spetnion, nieréwnd¢. Dodatkowo, zastosowanie rozktadu Chole-
sky'ego pozwala na wykrycie kiedy uklad nieréwaio jest
sprzeczny i zastosowanie metody do wyznaczaniaigaawiae-
optymalnego.
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