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Streszczenie

W artykule pokazano, ze w ustalonej chwili czasowej rzeczywiste wartos¢
funkcji autokorelacji sygnatu sinusoidalnego mozna wyznaczyé w sposob
jednoznaczny na podstawie trzech probek sygnatu i trzech prébek jego
wlasnej, przesunigtej w czasie kopii. Na tej podstawie opracowano algo-
rytm umozliwiajacy wyznaczanie autokorelogramu. Zastosowanie opra-
cowanego algorytmu skutkuje istotnym zmniejszeniem czasochfonnosci
wyznaczania autokorelogramu.

Stowa kluczowe: funkcja autokorelacji, autokorelogram, ztozonos¢ obli-
czeniowa, czasochtonnosé

Determining autocorrelation function values
from six sinusoidal signal samples

Abstract

In the paper, it is shown that at a given moment of time the actual values
of the sinusoidal signal autocorrelation function can be determined in an
unambiguous way on the basis of three samples of the signal and three
samples of its time-shifted copy. Based on this, an algorithm making it
possible to determine an autocorrelogram has been devised. The employ-
ment of the devised algorithm substantially reduces the time consumption
of determining an autocorrelogram.

Keywords: autocorrelation function, autocorrelogram, time complexity,
time consumption

1. Wstep

Funkcja autokorelacji stanowi uznane narzedzie analizy wta-
snosci 1 pordwnywania sygnatdw. W wielu zastosowaniach prak-
tycznych funkcj¢ autokorelacji stosuje si¢ do sprawdzania,
w jakim stopniu warto$¢ sygnalu w ustalonej chwili czasowej
wplywa na warto$¢ sygnatu w pewnej chwili w przysztosci. Takie
badanie polega na pordwnywaniu sygnatu ze swoja wlasna, prze-
sunigta w czasie kopia. W praktyce rzeczywiste wartosci funkcji
autokorelacji sygnalu wyznacza si¢ lub szacuje na podstawie
probek sygnatu. Na tej podstawie sporzadza si¢ autokorelogram,
ktdry jest graficzna i liczbowg reprezentacja funkcji autokorelacji.

Autokorelogram wyznacza si¢ w celu badania wiasnosci funkcji
autokorelacji. Ze wzglgdu na kwadratowa ztozono$¢ obliczeniowa
algorytmu autokorelacyjnego wyznaczanie autokorelogramu jest
czasochtonne. W artykule pokazano, ze w ustalonej chwili czaso-
wej rzeczywiste warto$¢ funkcji autokorelacji sygnatu sinusoidal-
nego mozna wyznaczy¢ w sposob jednoznaczny na podstawie
trzech probek sygnatu i trzech probek jego wilasnej, przesunigtej
w czasie kopii. Wtedy wyznaczanie autokorelogramu moze odby-
wac si¢ z zastosowaniem algorytmu o liniowej ztozonosci obli-
czeniowej. Skutkuje to istotnym zmniejszeniem czasochtonnosci
wyznaczania autokorelogramu.

2. Funkcja autokorelacji sygnatu sinusoidal-
nego

Funkcje autokorelacji ciaglego w czasie t€ R ergodycznego sy-
gnatu okresowego x(¢) definiujmy w nastgpujacy sposob [1, 2]:

Rx(x)(‘r)=%'fx(t)x(t+1:)dt, 1

gdzie Te R, to okres, 7€ R to opdznienie sygnatu x(z).
Niech x(#) bedzie sygnatem sinusoidalnym opisywanym wzo-
rem:

x(t)=A0+Asin(2—;t+(pj, )

gdzie Ae R, to amplituda, 4y R to sktadowa stata, pe R to faza
poczatkowa sygnatu x(¢).
Na podstawie wzoréw (1) i (2) otrzymujemy [1, 2]:

T

Rx(r)(‘[):ljx(t)x(t+‘c)dt=A(%+A72COS(2?TCTJ. 3)

0

W praktyce sygnatl (2) podlega prébkowaniu tzn. dyskretyzacji
w dziedzinie czasu. Rozwazmy podejscie klasyczne i zatozmy, ze
probkowanie jest rownomierne oraz, ze spelnione jest twierdzenie
o probkowaniu. Wtedy na podstawie M probek:

el T ) asasin o) im0t b
x[z]—x(zMJ A0+Asm(Mz+(pj,z 0,1,..M-1, (4
x[i+k]—x[(i+k)1)
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5
om ®)
= Ay + Asin ﬁ(z+k)+(p , k=01,..,M-1,



na okres sygnatu (2) otrzymujemy wielkos$¢:

:lx(;ijx[;(i+k)j )

na podstawie ktdrej oszacowaé mozna wartosci funkcji (3).

Wielkos¢ (6) stanowi opis matematyczny algorytmu iteracyjne-
go umozliwiajagcego wyznaczenie autokorelogramu. Mozna za-
uwazy¢, ze ilos¢ istotnych operacji potrzebnych do wyznaczenia
autokorelogramu jest réwna M>. Wobec powyzszego ztozonosé
obliczeniowa algorytmu jest kwadratowa.

W celu poréwnania ze sobg wielkosci (3) i (6) nalezy wartosci
tych wielko$ci wyznaczy¢ w tej samej, ustalonej chwili czasowe;.
Wymaga to znalezienia zwigzku migdzy opdznieniami & i T. Za-
16zmy, ze dla dowolnej, ustalonej wartosci T, opdznienia T istnieje
wartos¢:

M

ko =7T0, (7)

opoznienia k taka, ze kye N. Wtedy wartosci wielkosci (3) i (6) sa
wyznaczane w tej samej chwili czasowe;.

3. Wyznaczanie wartosci funkcji autokorelacji
na podstawie szesciu probek sygnatu si-
nusoidalnego

Sformutujmy nast¢pujace twierdzenie:
Twierdzenie

Jezeli dla dowolnej, ustalonej wartosci T, opdznienia T istnieje
wartos¢:

ko =—"To, (8)

opdznienia k, taka ze kyeN, to dla M=3 poczatkowych probek
sygnatu (2) i M=3 poczatkowych probek jego wiasnej, przesunic-
tej w czasie kopii otrzymujemy Ryj;[ko]=R((To)-
Dowdéd. Przyjmijmy M=3, wowczas na podstawie (6) otrzymuje-
my:

2

Ry [ko]:%zx[i]x[i+k(>]Z%X[O]X[ko]‘*'éx[l]X[ko+1]

i=0

+%X[2]x[ko+2]=§x(0)x(§koj ©)
M) )

0) =4 + Asin(¢), x(%)z Ay + Asin(z—;+(pj,

)= A +Asin[%+(pj,

ko):A0+Asin[2—;ko+(pj, (10)

gdzie:
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(ko +1))= Ao +Asin(2—3n(ko +1)+(pj,

=

(ko +2)j = A+ Asin[z—;(ko +2)+(p).
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Zwréémy uwage, ze ky przyjmuje wartosci 0, 1 i 2 natomiast T,
wartosci 0, 7/3 1 27/3. Wtedy wartosci wielkosci (3) 1 (9) wyzna-
czane sg w tych samych chwilach czasowych.

Po uproszczeniu, zalezno$¢ (9) mozna zapisa¢ w nastgpujacy
Sposob:

A (2
Rxm[ko]=z4§+7cos[?nkoj. (11)

Przyjmujac zgodnie z (8) ky=31¢/T i ktadac ky w (11) otrzymu-
jemy:

3
Rua[ko] = Run [? TO}

2

A 2n (12)
=4 +7cos[7‘co] =R, (7). ||

Dowiedziono, ze do wyznaczenia w sposob jednoznaczny rze-
czywistej wartosci funkcji autokorelacji R, (T) sygnatu (2) wy-
starcza M=3 poczatkowe probki sygnatu i M=3 poczatkowe probki
jego wlasnej, przesunietej w czasie kopii.

Powyzsze rozwazania prowadza do zaleznosci:

rali = LT ({2
SE R

ktdra stanowi opis matematyczny algorytmu iteracyjnego umozli-
wiajacego wyznaczenie autokorelogramu sygnatu sinusoidalnego.
Ze wzoru (13) wynika, ze ilo$¢ istotnych operacji potrzebnych do
wyznaczenia autokorelogramu jest rowna 3M. Zatem zlozonos$c
obliczeniowa algorytmu jest liniowa. Poniewaz M*/3M=M/3, to
w pordwnaniu z algorytmem opisanym wzorem (6) nastapi M/3-
krotne zmniejszenie czasochtonnosci wyznaczania autokorelo-
gramu.

(13)

4, Podsumowanie

W artykule pokazano, ze rzeczywiste warto$ci funkcji autokore-
lacji sygnatu sinusoidalnego mozna wyznacza¢ na podstawie
szesciu probek sygnatu. Pokazano réwniez, ze uzyskane wyniki
mozna zastosowaé¢ do opracowania algorytmu umozliwiajacego
zmniejszenie czasochtonnosci wyznaczenia autokorelogramu, bez
utraty informacji o funkcji autokorelacji.

Autorzy artykutu przedstawili wyniki badan dotyczace funkcji
autokorelacji sygnatu sinusoidalnego majac na uwadze, ze taka
funkcja jest znana, a jej rzeczywiste warto$ci mozna wyznaczy¢ ze
wzoru catkowego. W takim przypadku wyznaczanie rzeczywi-
stych wartosci funkcji autokorelacji na podstawie probek sygnatu
moze budzi¢ watpliwosci, nawet jezeli wezmiemy pod uwage, ze
probek jest szes¢ i sa one latwe do uzyskania. Nalezy jednak
wzigé¢ pod uwage, ze we wspolczesnych systemach pomiarowych
operacje przetwarzania sygnatu wykonuje si¢ prawie wylacznie na
jego cyfrowej reprezentacji. Poszukiwanie sposobow na zmniej-
szenie czasochtonnosci wykonywania takich operacji jest wigc
uzasadnione.
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