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Streszczenie

Artykul dotyczy problematyki probabilistycznych wiasnosci funkcji
autokorelacji sygnatu sinusoidalnego. Funkcja autokorelacji moze byé
rozpatrywana jako zmienna losowa o ustalonej gestosci prawdopodobien-
stwa. W artykule przedstawiono wyniki badan dotyczace parametréw
takiej zmiennej losowej. Na podstawie funkeji gestosci prawdopodobien-
stwa wyznaczono warto$¢ oczekiwang, warto$¢ S$redniokwadratowa
i wariancj¢ zmiennej losowej. Uzasadnieniem dla przeprowadzonych
badan jest fakt, ze takie wielkosci sa najczesciej tylko oszacowywane oraz,
ze opis korelacyjny stanowi jeden z najwazniejszych sposobéw charakte-
ryzowania sygnatow i ich parametrow.

Stowa kluczowe: funkcja autokorelacji, warto$¢ oczekiwana, wariancja,
rozktad arcsin

Probabilistic properties of sinusoidal signal
autocorrelation function

Abstract

The paper concerns issues of probabilistic properties of the sinusoidal
signal autocorrelation function. An autocorrelation function can be viewed
as a random variable with fixed probability density. In the paper, results of
the research on parameters of such a variable are presented. On the basis of
the probability density function, the mean, the mean-square and the vari-
ance of the random variable have been determined. The justification for
the conducted research is the fact that such quantities are mostly only
estimated, and also that the correlation description constitutes one of the
most important ways of characterizing signals and their parameters.

Keywords: autocorrelation function, mean, variance, arcsine distribution

1. Wstep

W artykule badano probabilistyczne wiasnosci funkcji autoko-
relacji sygnalu sinusoidalnego. Funkcje autokorelacji mozna
przedstawi¢ w postaci zmiennej losowej o ustalonej gestosci
prawdopodobienstwa. Na podstawie skonczonego zbioru obser-
wacji mozliwe jest tylko oszacowanie interesujacych parametrow
rozkladu zmiennej losowej. Dlatego w celu poznania rzeczywi-
stych wartosci parametréw rozktadu zmiennej losowej, lub krdcej
parametréw zmiennej losowej, takie wielkosci wyznacza sig¢
w oparciu o funkcje gestosci prawdopodobienstwa. Parametry
zmiennej losowej sg to wielko$ci charakteryzujace wartosci, jakie
moze przyjmowaé zmienna losowa. Autorzy wyznaczyli takie
parametry jak warto$¢ oczekiwana, wartos¢ sredniokwadratowa
oraz wariancja zmiennej losowe;j.

2. Funkcja autokorelacji sygnatu sinusoidal-
nego

Funkcj¢ autokorelacji ciaglego w czasie € R ergodycznego sy-
gnatu okresowego x(#) definiujmy w nastgpujacy sposob [1, 2]:

1

Ry (z)=~

?x(t)x(t+r)dt, (1)

gdzie T,e R, to okres, 1€ R to opoznienie sygnatu x(z).
Niech x(#) bedzie sygnatem sinusoidalnym opisywanym wzo-
rem:

x(t)on+Asin(%l+(pj, )

s

gdzie Ae R, to amplituda, 4o R to sktadowa stata, pe R to faza
poczatkowa sygnatu x(7).
Na podstawie wzoréw (1) i (2) otrzymujemy [1, 2]:

PR SO (7
Ry (t)=43+ 5 cos[T rj‘ 3)

K

Zwroémy uwage, ze wielkos$é (3) umozliwia wyznaczenie war-
tosci Sredniokwadratowej sygnatu (2). Ustalajac 1=1,=0 otrzymu-
jemy R, (To)=Ay +A%/2.

3. Probabilistyczne wtasnosci funkcji autoko-
relacji sygnatu sinusoidalnego

Funkcja autokorelacji Ry,(T) sygnatu (2) przyjmuje wartosci
z przedziatu [-4%/2+A4,%, A%/2+A4,%]. Jezeli zatozymy, ze Ry (T) jest
zmienng losowg, to R,,(T) ma rozklad arcsin na podanym prze-
dziale. Funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozktadu zmiennej
losowej R,;(T) ma postac:
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Dystrybuante zmiennej losowej R,(T) wyznaczamy na pod-
stawie wzoru:

Froo (1) = J‘fR\m(!) (u)du
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z zaleznoscia:
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za§ odwrotng dystrybuante zmiennej losowej R,,(T) zgodnie Azgi
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W praktyce dystrybuanta jest efektywniejszym narzedziem ba-
dania prawdopodobienstwa niz funkcja gestosci. Jest tak dlatego,
poniewaz do opisu dystrybuanty stosuje si¢ zwykle prostszy aparat
matematyczny. Odwrotng dystrybuante wyznacza si¢ czgsto
w celu opracowania, metoda transformacji rozktadu jednostajne-
go, generatora liczb losowych o okreslonym rozktadzie prawdo-
podobienstwa [3].

Na podstawie wzoru (4) wyznaczy¢ mozna wartos¢ oczekiwana
zmiennej losowej R,)(T):
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Podobnie wyznaczamy warto$¢ S$redniokwadratowg zmiennej
losowej R,(T):

A§+iz A§+A—
5 P 1 2 2
El(Ro () |= | Q)= [ = - -4
Aﬂz,% Ag’% 7_( _AOZ)
A&%
(A§+jln[]2§ AO2 é A(f j
P
(a+3A5) C(e- Aé) LT 3

i

Wariancje zmiennej losowej R, (T) okreslamy wedtug wzoru:
Var [RX(,) (1:)

- [(RX(,)(‘c))z]—Ez[Rx(t)(t)}=§A4.

Wielkosci (7) 1 (8) to odpowiednio momenty zwykle pierwsze-
go 1 drugiego rzedu, natomiast wielko§¢ (9) to drugi moment
centralny [3].

W analogiczny sposéb mozna wyznaczy¢ wzdr umozliwiajacy
obliczenie momentu zwyklego rzedu ke N\{0} zmiennej losowej

Ry(7). Jezeli A<A2 |4o|, to:

gdzie ,F(-) to funkcja hipergeometryczna [4]. Posta¢ wzoru (10)
zostata uzyskana za pomocg programu komputerowego Mathema-
tica [5].

Poniewaz wzér (10) pozwala na obliczanie momentu rz¢du &
zmiennej losowej R,,(T) jedynie w ograniczonym zakresie, to
autorzy korzystajac z wynikdéw przedstawionych w pracach [6, 7]
wyprowadzili wzor:

E[Ry)(x)]= 4
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ktéry umozliwia wyznaczanie momentu rzedu k, bez zaktadania
warunkéw poczatkowych dotyczacych parametrow sygnatu (2).

4, Podsumowanie

W artykule przedstawiono wyniki badan dotyczace probabili-
stycznych wlasnos$ci funkcji autokorelacji sygnatu sinusoidalnego.
Przeprowadzone badania obejmowaly wyznaczenie parametrow
zmiennej losowej, ktéra przyjmuje wartosci funkcji autokorelacji.
Wyznaczono warto$¢ oczekiwang, warto$¢ sredniokwadratowa
i wariancj¢ zmiennej losowej. W praktyce takie wielkosci szacuje
si¢ na podstawie probek sygnatu lub prébek autokorelogramu.
W rzeczywistych sytuacjach pomiarowych faza poczatkowa
w kazdym kolejnym okresie sygnatu podlega zwykle pewnym
nieznacznym fluktuacjom. Uzyskane zalezno$ci mozna wdowczas
zastosowaé do weryfikacji doktadnosci estymatorow wyznacza-
nych na podstawie rzeczywistych probek sygnatu lub autokorelo-
gramu.
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