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STRESZCZENIE

Obecnie obserwuje si  zainteresowanie przetwarzaniem a-c z sygnałem ditherowym. Ten rodzaj 

przetwarzania mo e prowadzi  do zmniejszenia niepewno ci typu B powodowanej 

niespełnieniem przez sygnały badane warunków odtwarzalno ci dla kwantowania. Warto 

postawi  sobie pytanie, jak ten rodzaj przetwarzania wpływa na objawiaj c  si  rozrzutem 

wyników pomiarów niepewno  typu A. 

1. WPROWADZENIE

Podstawowe obszary zastosowa  metod korelacyjnych to pomiary czasu opó nienia, 

wyznaczanie toru sygnału oraz wykrywanie sygnałów w szumie i ich odtwarzanie [4]. 

Mimo, e analiza korelacyjna ma ju  półwieczn  histori , ujawniaj  si  wci  nowe problemy 

dotycz ce oceny jej dokładno ci. Jest to zwi zane m.in. z rozwojem wiedzy o przetwarzaniu 

sygnałów oraz zmianami w technologii przyrz dów pomiarowych [5]. Ze wzgl du na 

wielorako  zastosowa  techniki korelacyjnej wiedza metrologiczna z tego zakresu jest 

rozproszona i cz sto bywa przedstawiana w sposób uproszczony, a dost pne podr czniki 

zawieraj  rutynowe analizy. W uwa anych za znacz ce w tej dziedzinie monografiach nie 

analizuje si  wpływu kwantowania oraz kwantowania z sygnałem ditherowym na jako

estymacji funkcji korelacyjnych. Brakuje oceny sygnału wyj ciowego oferowanych na rynku 

analizatorów umo liwiaj cych wyznaczanie funkcji korelacyjnych. Producenci podaj

informacje dotycz ce sposobu przetwarzania sygnałów wej ciowych unikaj c informacji na 

temat oceny dokładno ci sygnału wyj ciowego. 

W ostatnich latach nast piły zmiany w technologii przyrz dów pomiarowych polegaj ce na 

zast powaniu sprz tu przez szybkie moduły oprogramowania (przetworniki emulowane). 

Nowe podej cie do konstruowania przyrz dów (przyrz dy wirtualne) umo liwia si gni cie 

do rzadziej stosowanych estymatorów funkcji korelacyjnych. W tej sytuacji metoda 

bezpo rednia wyznaczania funkcji korelacyjnych jako prostsza do programowania i bardziej 

logiczna z punktu widzenia definicji mo e z powodzeniem konkurowa  z metod  po redni .
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Wyst puj cy na wej ciu wirtualnych przyrz dów pomiarowych przetwornik analogowo-

cyfrowy jest podzespołem decyduj cym o dokładno ci, szybko ci i koszcie ka dego procesu 

pomiarowego. Poniewa  obiecuj cy kierunek udoskonalania systemów pomiarowych stanowi 

konwersja a-c z sygnałem ditherowym, warto rozwa y  jej przydatno  w zastosowaniu 

do estymacji funkcji korelacyjnych. Z powodu zło ono ci problemu i trudno ci 

z uogólnieniem wniosków zagadnienie to jest pomijane w licz cych si  w dziedzinie 

miernictwa stochastycznego i techniki korelacyjnej podr cznikach. 

Dotychczas nie s  publikowane analizy wpływu sygnałów ditherowych na niepewno  typu A 

estymatorów funkcji korelacyjnych. Została przeprowadzona analiza obci enia cyfrowych 

estymatorów funkcji korelacyjnych, które charakteryzuje si  niepewno ci  typu B [1]. 

Publikacje te stanowi  inspiracj  autora do dalszych bada .

2. PODSTAWOWE POJ CIA Z DZIEDZINY METOD KORELACYJNYCH

Miar  podobie stwa fragmentów jednego sygnału lub fragmentów dwóch ró nych sygnałów 

s  funkcje korelacji. Rozró nia si  funkcj  autokorelacji (moment ł czny zmiennej losowej), 

b d cej miar  podobie stwa fragmentów tego samego sygnału i funkcj  korelacji wzajemnej 

(interkorelacji), b d cej miar  podobie stwa fragmentów ró nych sygnałów [4]. W technice 

najcz ciej stosowane s  dwie definicje funkcji korelacyjnych dane wzorami [1]: 

( ) ( ) ( )[ ]txtxER 11x +=  (1) 

( ) ( ) ( )[ ]tytxER 11xy +=  (2) 

Funkcj  autokorelacji ergodycznego i stacjonarnego procesu {x(t)} mo na wyznaczy  na 

podstawie jednej dowolnie wybranej realizacji x(t) procesu zgodnie z zale no ci  [1]: 

( ) ( ) ( )ñ +=
∞→

T

0T
x dttxtx

T

1
R lim  (3) 

Analogicznie wyznacza si  funkcj  korelacji wzajemnej ergodycznych i stacjonarnych 

procesów {x(t)} oraz {y(t)}: 

( ) ( ) ( )ñ +=
∞→

T

0T
xy dttytx

T

1
R lim  (4) 

W praktyce pomiarowej posługujemy si  estymatorami funkcji korelacyjnych. S  to obecnie 

głównie estymatory cyfrowe [1]: 

( ) ( ) ( )kiyix
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gdzie:  ∆ t – krok próbkowania, M – liczba pobranych próbek, k∆ t – opó nienie.Estymator 

(5) jest estymatorem cyfrowym, w którym ka dy z sygnałów poddany jest zarówno 

dyskretyzacji w dziedzinie czasu, czyli próbkowaniu ze stałym krokiem, jak i w dziedzinie 

warto ci, czyli kwantowaniu w kwantyzatorach typu roundoff. Estymator (6) został uzyskany 

w wyniku przetwarzania a-c z sygnałem ditherowym. 

Pod poj ciem sygnału ditherowego rozumie si  sygnał pomocniczy dodawany do sygnału 

przetwarzanego przed jego skwantowaniem. Je eli warto ci wielko ci wyznaczone s  wiele 

razy w celu u redniania, to dodanie dithera mo e efektywnie poprawi  dokładno  tych 

rednich [3]. Sygnałem ditherowym jest sygnał stacjonarny, niezale ny od sygnału 

przetwarzanego i maj cy zerow  warto redni .

Podczas estymacji funkcji korelacji wzajemnej sygnały x(t) i y(t) s  przetwarzane do postaci 

cyfrowych xq1(i) i yq1(i), nast pnie s  opó niane wzgl dem siebie o k próbek, mno one

i u redniane. Natomiast podczas estymacji funkcji korelacji wzajemnej z sygnałem 

ditherowym do badanych sygnałów dodawane s  dwa dodatkowe sygnały zwane 

ditherowymi. W teorii estymacji dokładno  estymatora oceniana jest za pomoc  [5]: 

obci enia (7) opisuj cego systematyczn  składow  bł du oraz wariancji estymatora (8) 

opisuj cej losow  składow  bł du:
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~

b xy
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xy
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Je eli obci enie jest znane, to mo na je usun  za pomoc  poprawki do wyniku, w innym 

przypadku podawane jest w postaci niepewno ci typu B. 

Niepewno  pomiaru jest parametrem pozwalaj cym na wyznaczenie granic przedziału 

zawieraj cego z zało onym prawdopodobie stwem nieznan  warto  rzeczywist

(prawdziw ) mierzonej wielko ci. W zale no ci od metod u ywanych do oszacowania 

niepewno  dzieli si  na: typ A (wyznaczana metodami statystycznymi) oraz typ B 

(wyznaczana innymi metodami). 

Dalsze rozwa ania wymagaj  znajomo ci teorii oraz twierdze  o kwantowaniu 

sformułowanych przez Widrowa. 

3. TEORIA KWANTOWANIA WIDROWA

Widrow jest twórc  koncepcji, by analiz  dotycz c  kwantowania przenie  z dziedziny 

warto ci sygnałów do dziedziny rozkładów warto ci, czyli statystyk sygnałów. Wykazał on, 
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e operacj  kwantowania mo na zrealizowa  poprzez próbkowanie funkcji g sto ci 

prawdopodobie stwa przetwarzanego sygnału [1]. Odpowiednikiem przedziałów czasowych 

s  tu przedziały warto ci amplitud. Zalet  takiego rozwi zania jest to, e próbkowanie staje 

si  operacj  liniow .

Fundamentalnym zagadnieniem w przypadku próbkowania w dziedzinie czasu jest 

odtwarzalno  przebiegu na podstawie jego próbek. W przypadku kwantowania, czyli 

próbkowania w dziedzinie rozkładów warto ci sygnałów, warunek odtwarzalno ci dotyczy 

warunków, przy których mo na ze statystyk wielko ci skwantowanych odtworzy  statystyki 

wielko ci nieskwantowanych. 

Przedstawienie teorii Widrowa wymaga wprowadzenia poj cia funkcji charakterystycznej. 

Funkcja charakterystyczna Φx(v) jest przekształceniem Fouriera funkcji g sto ci 

prawdopodobie stwa p(x) do dziedziny v ze zmian  znaku. Dla sygnału x poddanego 

kwantowaniu jest ona równa [1]: 

( ) [ ]jvx

-

jvx
x eEdxep(x)=v ñ

∞

∞

=  (9) 

Ł czna funkcja charakterystyczna sygnałów x oraz y ma posta :

( ) [ ]y)vxj(v

- -

y)vxj(v
21xy

2121 eEdxdyey)p(x,=v,v +
∞

∞

∞

∞
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Moment rz du m sygnału x oraz moment ł czny rz du m+n sygnałów x i y mog  by

wyznaczone przez ró niczkowanie funkcji charakterystycznej jako [1, 6]: 
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gdzie j= 1− .

Twierdzeniami teorii kwantowania Widrowa dotycz cymi odtwarzalno ci momentów s  dwa 

twierdzenia [1]: 

Twierdzenie 1 

Je eli funkcja charakterystyczna ma ograniczon  dziedzin , czyli gdy: 

( ) 0=vxΦ    dla επ -
q

2v >  (13) 
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gdzie ε  jest dowolnie mał  liczb  dodatni , to wszystkie istniej ce momenty (np. warto

rednia, warto redniokwadratowa) sygnału x mog  by  wyznaczone z momentów 

skwantowanego sygnału xq.

Twierdzenie 2 

Je eli funkcja charakterystyczna sygnałów x1,..., xN poddanych kwantowaniu ma ograniczon

dziedzin  w N - wymiarach, czyli gdy: 

( ) 0=v,...,v N1N,...,,1 xxΦ      dla επ −>
q

2vk        dla { }N,...2,1k∈     (14) 

gdzie ε  jest dowolnie mał  liczb  dodatni , to wszystkie istniej ce momenty sygnałów 

x1,_...,_xN mog  by  wyznaczone z momentów skwantowanych sygnałów  xq1, _...,_xqN.

Warunki te s  spełnione, gdy funkcje charakterystyczne sygnałów poddanych kwantowaniu 

maj  ograniczon  dziedzin  lub, gdy kwantowanie zachodzi z niesko czenie du

rozdzielczo ci . Zało enie o ograniczonej dziedzinie funkcji charakterystycznej jest 

warunkiem dostatecznym odtwarzalno ci kwantowania [1]. 

Zgodnie z zało eniem teorii kwantowania Widrowa krok kwantowania q nale y dobra  tak, 

aby funkcja dla argumentów 
q

2
v >  przyjmowała warto  = 0. 

Je eli sygnały x i y spełniaj  zało enia teorii Widrowa to słuszne s  nast puj ce zale no ci

[1]: 

[ ] [ ]xE=xE q  (15) 

[ ] [ ]
12

q
+xE=xE

2
22

q  (16) 

[ ] [ ] [ ] 42
2

44
q q

240

7
+xE

2

q
+xE=xE  (17) 

[ ] [ ] y)(xyxE=yxE qq ≠  (18) 

Jednak zało enie o ograniczonej dziedzinie funkcji charakterystycznej nie jest spełniane przez 

sygnały rzeczywiste, poniewa  zbiór warto ci sygnału poddanego kwantowaniu jest 

nieograniczony. Dlatego wyznaczaniu momentów towarzysz  dodatkowe składowe opisane 

w [2, 6]. 

4. ZAKO CZENIE

Z dotychczas przeprowadzonych przez autora bada  dotycz cych warunków odtwarzalno ci 

dla warto ci redniokwadratowej [6], b d cej warto ci  funkcji autokorelacji dla argumentu 
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zerowego, oraz trwaj cych bada  nad bł dami kwantowania towarzysz cymi wyznaczaniu 

momentu rz du drugiego (warto ci redniokwadratowej) i momentu ł cznego (funkcji 

korelacji wzajemnej) sygnałów o rozkładzie normalnym mo na przedstawi  nast puj ce

wnioski:

Nie istniej  sygnały spełniaj ce dokładnie warunki teorii kwantowania Widrowa. 

Sygnał ditherowy o rozkładzie normalnym, mimo e nie spełnia warunku 

zerowania si  funkcji charakterystycznej wg Widrowa, mo e wpływa  na 

zmniejszenie bł du obci enia wynikaj cego z niespełnienia przez funkcj

charakterystyczn  sygnału warunku ograniczonej dziedziny i jest on stosunkowo 

łatwy do wygenerowania w porównaniu z innymi sygnałami ditherowymi. 

Zarówno obci enie estymatora momentu rz du drugiego (warto ci 

redniokwadratowej sygnału) jak i momentu ł cznego (funkcji korelacji 

wzajemnej) sygnałów o rozkładach normalnych osi ga znacz ce poziomy dopiero 

dla stosunkowo du ych warto ci kroku kwantowania (q > σ).

Podczas wykonywania eksperymentu (pomiaru warto ci redniokwadratowej) 

problem stanowił do  długi czas pomiaru [6]. Niewielka poprawa dokładno ci 

poci gała za sob  znaczny wzrost czasu. Uzyskano wyniki zbie ne 

z oczekiwanymi tzn., e wzgl dne obci enie estymatora maleje wraz ze 

wzrostem warto ci skutecznej sygnału ditherowego, a warto  niepewno ci 

standardowej wzgl dnej wzrasta wraz ze wzrostem warto ci skutecznej sygnału 

ditherowego. 
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