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STRESZCZENIE

Artykut prébuje wskaza¢ potencjalnie uzyteczne algorytmy do rozpoznawania graféw
doskonatych, mozliwych do zastosowania w procesach automatycznej syntezy uktadéw
cyfrowych oraz przyblizy¢ temat graféw doskonatych. Prezentowane zagadnienia daja sie
rozwiazaé¢ w czasie wielomianowym, gdzie dla graféw w ogdlnosci problem ztozonosci nalezy
do klasy probleméw NP-zupetnych. Badania w tej dziedzinie sa prowadzone w wielu osrodkach
Swiatowych maja na celu przyspieszenie proceséw automatycznej analizy i syntezy uktadéw
dyskretnych. Analiza graféw doskonatych sugeruje ich wykorzystanie jako formalnego modelu
w szeroko rozumianej syntezie systemowej. Uzycie graféw doskonatych jako modelu
formalnego jest o tyle uzyteczne, ze znaczaca wiekszos¢ zaleznosci, opisujacych rzeczywiste
uktady sekwencyjne, daje w wyniku grafy nalezace do podklasy graféw doskonatych.
Zagadnienie to jest powiazane z wykorzystaniem sieci Petriego do opisu uktadéw cyfrowych.

1. WPROWADZENIE

Zastosowanie grafoéw skierowato rézne dziedziny zycia na droge formalna, opisujaca zadania
z uzyciem narzedzi matematycznych. Taka sytuacja miata tez miejsce w procesach
komputerowo wspomaganego projektowania uktadéw, gdzie problem kolorowania graféw
jest uzywany w procesach optymalizacji, harmonogramowania, przydziatu i wspotdzieleniu
zasobow czy kodowania stanéw FSM oraz trasowania [2]. Do innych zastosowan zwiazanych
posrednio z komputerowo wspomaganym projektowaniem naleza np. kompilacja kodu czy
optymalizacja sieci [1]. Z problemem kolorowania grafow jest rdwniez zwigzanych cata gama
zagadnien, ktore tak jak kolorowanie, naleza do probleméw NP-zupeinych i sg realizowane
przez algorytmy o nieoptacalnej wydajnosci w przypadku stosowania ich do grafow
w ogoélnosci. Ma to swdj wydzwiek w praktycznych zastosowaniach teorii graféw, gdzie
zamiast wiasciwych wynikéw przyjmowane sa wyniki zblizone do optymalnych. Jest to
wynikiem uzycia algorytmdéw heurystycznych, ktorych rezultaty sa oddalone od optimum od
10% do 100%, jednak akceptowane z powodu nizszej ztozonosci algorytmicznej. Czas
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wykonania algorytmow operujacych na grafach, zwiazanych z zagadnieniami pokrycia
klikami czy kolorowania, skutecznie odbija si¢ na pracach projektowych i optymalizacyjnych.

Istnieje klasa graféw nazywanych Grafami Doskonatymi, dla ktérych mozna uzyskaé
doktadne wyniki w czasie akceptowalnym, zblizonym do wielomianowego, ktére mozna
wykorzysta¢ do réznych zadan wystepujacych w czasie automatycznej syntezy. Potencjalna
mozliwos¢ wykorzystania zaleznosci powstajacych przy przeksztatcaniu grafow przeptywu
sterowania i danych w grafy, z racji sposobu ich tworzenia nalezacych, do jednej z podklas
graféw doskonatych, prowadzi do prac nad opracowaniem modelu formalnego opartego na
grafach doskonaych.

Zaleznosci powstate przy zamianie specyfikacji wejsciowej na model opisany za pomoca
grafu przeptywu sterowania i danych umozliwia stosowanie tej techniki do modelowania
potencjalnie réwnolegtych proceséw w ramach wigkszego ukladu opisanego za pomoca
grafow doskonatych. Warte réwniez wskazania jest mozliwos¢ stosowania graféw
interwatowych (jednej z podklas graféw doskonatych) do zadan zwiazanych
z harmonogramowaniem oraz zadan opisujacych problemy swiata rzeczywistego, do czego
grafy interwatowe jako aparat matematyczny nadaja si¢ znakomicie. Przyszty rozwoj badan
nad zastosowaniem graféw doskonatych moze doprowadzi¢ do powstania kolejnych sciezek
projektowych, ktére pozwola sprowadzi¢ wigksza czesé lub caty proces do modelu opartego
wytacznie na grafach doskonatych i wykorzystujacych zalety tej klasy graféw widziane pod
katem ztozonosci algorytmiczne;j.

2. GRAFY DOSKONALE

Rozpoznawanie graféw doskonatych do konkretnego zastosowania nalezy poprzedzi¢
whnikliwymi badaniami, ktdre z potencjalnie mozliwych algorytméw nalezy zastosowac.
Zuwagi na bogactwo podklas graféw doskonatych, rézne podklasy mozna wykorzystaé
w réznych miejscach lub sytuacjach automatycznego procesu syntezy. Specyfika algorytméw
oraz potencjalne uzycie wczesniej otrzymanych wynikéw w dalszych czesciach proceséw
moze dodatkowo podnies¢ efektywnosé stosowanych algorytmoéw. Z uwagi na potencjalnie
najszersze zastosowania praktyczne przedstawiony zostang podklasy graféow doskonatych,
takich jak grafy tréjkatne, poréwnywalnosci oraz graféw interwatowe.

Mozna wykaza¢, ze dla dowolnego grafu zachodza nastepujace zaleznosci [2], [3]:
o(G) <x(G) @)
o(G) £ x(G) (2)

czyli najmniejsza liczba koloréw potrzebna do wiasciwego pokolorowania wierzchotkéw
grafu G jest réwna lub wigksza od najwiekszego petnego podgrafu w grafie G. Jednoczesnie
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najmniejsza liczba petnych podgraféw potrzebnych do pokrycia wierzchotkdw grafu G jest
rowna lub wigksza niz rozmiar najwigkszego zbioru stabilnego w G. [3]

Nieréwnosci (1) i (2) powoduja, ze problemy kolorowania wiasciwego oraz minimalnego
pokrycia klikami staja si¢ problemami o wysokim stopniu ztozonosci obliczeniowej. Jezeli
zamiast nierownosci (1) i (2) dla rozpatrywanych graféw wystapia réwnosci, to wyzej
wymienione problemy moga by¢ rozwiagzane w czasie wielomianowym (dla graféw
doskonatych).

Nieskierowany graf G jest grafem doskonatym (ang. perfect graph), jesli spetnia trzy
ekwiwalentne wtasnosci (Lovasz 1972):

o(Ga) = x(Ga) (dlavAcV) 3
o(Ga) = k(Ga) (dlay AcV) (4)
o(Ga) a(Ga) 2|A| (dlaY Ac V) ®)

dla nieskierowanego grafu G = (V,E). Jednoczesnie graf G jest grafem doskonatym, wtedy
i tylko wtedy, gdy jego dopetnienie G jest grafem doskonatym.

Grafem trojkqtnym jest kazdy graf, w ktérym nie wystepuja cykle proste o dtugosci wigkszej

\\

Rys. 1. Graf tréjkgtny (przyk’fad)

Grafem poréwnywalnosci jest nieskierowany graf G = (V,E), dla ktdrego istnieje orientacja
(V,F) spetniajaca

FNFl=@ (6)
F+F'=E @)
F2 C F, gdzie F> = {(a,c) | (a,b), (b,c) € F} dla pewnego wierzchotka b (8)

Relacja F jest czesciowym porzadkiem zbioru wierzchotkéw V, gdzie relacja
poréwnywalnosci jest E, natomiast F jest nazywane orientacja tranzytywna grafu G (lub
zbioru krawedzi E). Innymi stowy graf musi posiada¢ orientacje tranzytywna. Grafy
poréwnywalnosci mozna spotka¢ pod nazwa graféw orientowalnych tranzytywnie (ang.
transitively orientable).
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Rys. 2. Graf porownywalnoAsm

Graf interwatowy jest grafem nieskierowanym, w ktérym wierzchotki mozna umiesci¢
w przedziatach tak, aby wystepujaca miedzy nimi krawedz odpowiadata czesci wspdlnej
przedziatow. Jest to rownowazne stwierdzeniu, ze graf G jest grafem interwatowym wtedy

i tylko wtedy, gdy G jest grafem trojkatnym, a jego dopetnienie G jest grafem
poréwnywalnosci.

/3/ al o= —

i V5 W vh
®) ©

Rys. 3. Graf interwatowy (a), jego dopetnienie (b) oraz reprezentacja przedziatowa (c)

3. RozPOzNAWANIE GRAFOW DOSKONALYCH
Grafy trojkatne

Rozpoznawanie grafow tréjkatnych mozna przeprowadzi¢ dwuetapowo, poprzez obliczenie
doskonatego schematu eliminacji wierzchotkéw (ang. Perfect Vertex Elimination Scheme -
PVES) Ilub schematem doskonatym (ang. perfect scheme) metoda przeszukiwania
leksykograficznego grafu w szerz, a nastepnie sprawdzi¢ czy wygenerowany schemat jest
schematem doskonatym.

Rozpatrujac  wejsciowy graf G=(V,E) bedacy grafem nieskierowanym oraz
6 ={Vv1, V2, ..., Vn} bedacym pewnym uporzadkowaniem wierzchotkéw mozemy mowié
o0 doskonatym schemacie eliminacji wierzchotkdw, jesli sasiedztwo wezta v; jest podstawa do
wyznaczenia podgrafu petnego. Inaczej mowiac kazdy zbior X; = {vj € Adj(vi) | j > i} jest
grafem petnym.

Grafy trdjkatne charakteryzuja si¢ wystepowaniem takiego wezta. Jezeli graf nie jest klika to
ma on dwa takie wezty. Drugim etapem (powiazanym z poprzednim) jest przeprowadzenie
weryfikacji, czy wygenerowane przyporzadkowanie o, jest PVES. Do tego celu uzywana jest
lista A(u) w ktorej gromadzone sa wierzchotki, ktore nalezy sprawdzi¢ czy sa incydentne
z wierzchotkiem u. Samo sprawdzenie jest opdznione az do momentu gdy u=o(i). Tej
techniki uzywa sic dlatego, ze w o(v) iteracji nie nastepuje przeszukanie weztow
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sasiadujacych z u. Powoduje to, ze wigksza czes¢ algorytmu moze by¢ implementowane
w jednym przebiegu przeszukujacym wezty sasiadujace z v. Instrukcja skoku zostanie
wykonana j-1 razy, gdzie j oznacza liczbe komponentéw grafu G.

Etap 1
przypisz etykiete @ do kazdego wierzcholka;

dla i < n do 1 krok (-1) wykonaj

{

wybdr: wziaé nieponumerowany wierzch. v o najwiekszej etykiecie;
0(i) « v; komentarz: przypisuje do v numer i
odswiez: dla kazdego nieponumerowanego wierzchoika

w € Adj (v) wykonaj dodaj i do etykieta(w);

Etap 2
dla wszystkich wierzchotkéw v zréb: A(v) « J;

dla i ¢« 1 do n wykonaj

{
Vv & o (1);
X« {x € adj(v) | 6 *(v) <0 x};
jesli X = @ to wtedy skocz do linii 8;
u« o(min{ o *(x) | x € X});
potacz X - {u} z A(u);

jesli A(v) - Adj(v) # & to wtedy zwrdc ,falsz”;

Rys. 4. Algorytm rozpoznawania grafow tréjkqtnych; [3]
Grafy poréwnywalnosci

Rozpoznanie przynaleznosci grafu do podklasy graféw pordwnywalnosci przeprowadza sig
przez probe zorientowania tranzytywnego wejsciowego grafu. Dokonuje si¢ tego przez
przypisanie wymuszen orientacji grafu nieskierowanego, wedtug pewnej relacji. Doktadna
definicja wymuszen, oznaczana jako relacja I, jest zapisywana jako

abTa’b’={a=a’orazbb’¢ E lub b=b’orazaa’ ¢ E 9)

Istnieje zaleznos¢ powstata przez potaczenie w ciag krawedzi w relacji T migdzy soba,
nazywana klasq implikacji. Mowimy wiec, ze krawedzie ab oraz cd naleza do tej samej klasy
implikacji tylko gdy istnieje sekwencja

ab=aghy T"a;by T ... T akbx = cd dlak=0 (10)

83



Tego rodzaju sekwencja nazywana jest tancuchem I" z ab do cd. Jezeli podejmie si¢ probe
zorientowania tranzytywnego grafu zaczynajac od krawedzi np. ab a w wyniku stosowania
relacji T" otrzyma sie wymuszenie orientacji krawedzi ba mozna stwierdzi¢, ze graf nie nalezy
do podklasy grafow poréwnywalnosci.

Inicjuj: 1 < 1; E; « E; F « O
Arbitralnie wybierz krawed? x;y; € E;
Oblicz klase implikacji B; zbioru E; zawierajaca x;y:
jesli B; N B;! = @ to wtedy
dodaj B; do F
w przeciwnym razie
zwrdé: ,G nie jest grafem pordwnywalnosci”
STOP
Zdefiniuj: E;,; < E; - {B; U B;'}
jesli E;,; = @ to wtedy
k « 1
zwrdeé F
STOP
w przeciwnym razie

I« 1+ 1

idZz do arbitralnego wyboru krawedzi

Rys. 5. Algorytm rozpoznawania graféw poréwnywalnosci; [3]

Grafy interwatowe

Rozpoznawanie graféw interwatlowych mozna oprze¢ na zatozeniu, ze graf jest grafem
interwatowym, jesli dopetnienie grafu tréjkatnego jest grafem poréwnywalnosci [3]. Mozliwe
jest uzycie prezentowanych weczesniej algorytméw. Nalezy pamietaé, ze rozpoznanie
przynaleznosci do graféw interwatowych bedzie prawdopodobnie uzywane #tacznie
z rozpoznawaniem dwdch powyzszych podklas graféw doskonatych. Istnieja jeszcze inne
algorytmy pozwalajace w szybki sposéb rozpozna¢ grafy interwatowe. [4]

4. WNIOSKI

Uzytecznos¢ metod grafowych wynika z faktu, ze wiele operacji wykonywanych na grafach
mozna zinterpretowa¢ dla potrzeb projektowania. Przyktadowo, jezeli graf reprezentuje
potencjalna réwnolegtos¢ operacji (wierzchotki grafu reprezentuja operacje, zas krawedzie
migdzy wierzchotkami odpowiadaja potencjalnej réwnolegtosci realizacji odpowiednich
operacji), to kolorowanie takiego grafu odpowiada dekompozycji na niezalezne bloki (np.
skfadowe automatowe). Oprdécz kolorowania najczesciej stosowana operacja jest
wyszukiwanie minimalnego pokrycia klikami oraz maksymalnych klik grafu.
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Rys. 6.b przedstawia przyktadowy graf interwatowy bedacy wynikiem dziatania algorytmu
kolorowania Left_Edge(). [3] Mozna zauwazy¢ jak wiele elementéw i w jak prostej formie
przedstawia. Poziomo ufozone przedziaty reprezentuja zbiory niezalezne, pozwalajace
jednoczesnie odczyta¢ kolorowanie. Zliczajac ilos¢ warstw w pionie fatwo mozna obliczy¢
wielkos¢ najwigkszej maksymalnej Kliki w grafie a co za tym idzie dolne ograniczenie ilosci
koloréw. Informacje te mozna uzy¢ do pokrycia grafu klikami.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

pr}zedzi;’:ﬂ
e h kv
a a \ g i | --- Kolor 1
b blc| + [ f [ 7 | k |- Kolor2
: d [ h | --- Kolor 3
I T s

:21413131353121313
wielko$¢ kliki maksymalnej

@ (b)
Rys. 6. Graf interwatowy (a) i jego reprezentacja przedziatowa (b)

Na podstawie analizy wigkszej liczby sieci Petriego, opisujacej rzeczywiste uktady sterowania
mozna wysnhu¢ przypuszczenie, ze relacje uporzadkowania przestrzeni standw lokalnych sieci
jest opisana grafem doskonatym. Whniosek ten moze potwierdza¢ posrednio praca [1],
w ktdrej przeprowadzono znaczng liczbe testow na grafach opisujacych rzeczywiste uktady
cyfrowe. Wyniki prac eksperymentalnych w tej dziedzinie wskazuja, ze znaczaca wigkszosé
rzeczywistych ukladéw cyfrowych opisanych grafami nalezacymi do klasy grafow
doskonatych daje si¢ wtasciwie pokolorowaé w prosty sposéb w czasie wielomianowym.

Algorytmy rozpoznawania graféw trojkatnych, poréwnywalnosci i interwatowych zostaty
zrealizowane praktycznie z wykorzystaniem jezyka C.
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