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Streszczenie

Niniejszy artykul ma na celu wskazanie potencjalnej uzytecznoscei algo-
rytméw do rozpoznawania grafow doskonatych. Zagadnienia prezentowa-
ne ponizej daja si¢ rozwigza¢ w czasie wielomianowym, gdzie dla graféw
w ogolnosci problem zlozonosci nalezy do klasy probleméw NP-
zupetnych. Zastosowanie grafow doskonatych jako posredniego modelu
formalnego jest o tyle uzyteczne, ze znaczaca wigkszo$¢ zaleznosci,
opisujacych rzeczywiste uktady sekwencyjne, daje w wyniku grafy nale-
zace do podklasy grafow doskonatych. Badania w tej dziedzinie sg prowa-
dzone w wielu osrodkach $wiatowych maja na celu przy-spieszenie proce-
s6w automatycznej analizy i syntezy uktadow dyskretnych. Referat jest
zwigzany z wykorzystaniem sieci Petriego do opisu uktadow cyfrowych,
a w szczegodlnosci rekonfigurowalnych sterownikow logicznych. Pokazano
przyktad analizy dyskretnej przestrzeni stanéw lokalnych automatu wspot-
bieznego, modelujacego program sterownika logicznego przedstawionego
w jezyku SFC. Do analizy wykorzystano metody badania graféw doskona-
tych. Pokazano sposdb sprawdzenia, czy graf zgodnosci (niezgodnosci)
jest grafem doskonatym.

Slowa kluczowe: grafy doskonate, algorytmy rozpoznawania graféw do-
skonatych, teoria grafow, automatyczna synteza sterownikow.

Recognizing of perfect graphs for automatic
synthesis of integrated digital circuits

Abstract

This paper should to point out potential strength of perfect graph
algorithms for automated synthesis of digital circuits. Typically known
problems are NP-complete but using perfect graphs complexity is
decreasing to polynomial. Studies in this matter shows that plenty of
dependencies describing real sequential circuits can be described using
perfect graphs. There shown the analysis of digital controller described in
SFC. In analysis was used methods for testing perfect graphs.

Keywords: perfect graphs, perfect graphs recognizing algorithms, graph
theory, automatic synthesis of digital controllers.

1. Wstep

Wspotczesne metody projektowania uktadéow bardzo szeroko
stosuja formalne modele posrednie, do wewnetrznej i zewnetrznej
reprezentacji struktur uktadéw logicznych. Powszechnie stosowa-
ne sa rozwiazania na bazie grafow czy sieci Petriego. Prace ba-
dawcze ukazuja, ze wigkszos¢ grafow otrzymywanych podczas
automatycznej syntezy z wykorzystaniem modeli opartych na
sieciach Petriego lub grafach stanow nalezy do specyficznej klasy
graféw - grafow doskonatych [3]. Algorytmy uzywane do analizy
grafow, czesto bedacych algorytmami heurystycznymi, daja wyni-
ki zblizone do optymalnych. Uzyskanie wynikéw dokladnych
prowadzi do zastosowania algorytmdéw o ztozonosci nalezacych
do klasy algorytmow NP-zupelnych, co wigze si¢ z ogromnymi
naktadami czasowymi (o ile jest to technicznie mozliwe). Wyko-
nanie tych samych operacji z uzyciem algorytmow operujacych na

grafach doskonalych daje mozliwos¢ osiagnigcia tych samych
wynikow z zastosowaniem algorytméw o ztozonosci wielomia-
nowej. Konieczne jest wypracowanie metod rozpoznawania gra-
féw doskonatych oraz ich wykorzystanie w sposob umozliwiajacy
dalsza optymalizacj¢ wynikow.

2. Grafy doskonate i ich rozpoznanie

Cechy grafu doskonalego

Bogactwo podklas graféw doskonatych pozwala wykorzystaé
rézne podklasy w réznych miejscach lub sytuacjach automatycz-
nego procesu syntezy. Rozpoznawanie grafow doskonatych do
konkretnego zastosowania nalezy poprzedzi¢ wnikliwymi bada-
niami, ktére z potencjalnie mozliwych algorytméw nalezy zasto-
sowaé. Specyfika algorytmow oraz potencjalne uzycie wczesniej
otrzymanych wynikéw w dalszych czgéciach procesow moze
dodatkowo podnies¢ efektywnos$¢ stosowanych algorytmow.
Z uwagi na potencjalnie najszersze zastosowania praktyczne
przedstawiony zostanie sposob rozpoznania podklas grafow do-
skonatych, takich jak grafy tréjkatne, poréwnywalnosci oraz
graféow interwatowe. Na wstepnie nalezy jednak pamigtaé, co
odroznia graf doskonaty od innych grafow. Mozna wykazaé, ze
dla dowolnego grafu zachodza nastgpujace zaleznosci [5, 6]:

o(G) < x(G) (D
a(G) < k(G) (2)

czyli najmniejsza liczba koloréw potrzebna do wlasciwego poko-
lorowania wierzchotkéow grafu G jest réwna lub wigksza od naj-
wigkszego pelnego podgrafu w grafie G. Jednoczesnie najmniej-
sza liczba pelnych podgrafow potrzebnych do pokrycia wierz-
chotkéw grafu G jest rowna lub wigksza niz rozmiar najwigkszego
zbioru stabilnego w G [6].

Nieréwnosci (1) i (2) powoduja, ze problemy kolorowania wta-
Sciwego oraz minimalnego pokrycia klikami staja si¢ problemami
o wysokim stopniu ztozonosci obliczeniowej. Jezeli zamiast nie-
rownosci (1) i (2) dla rozpatrywanych grafow wystapia rownosci,
to wyzej wymienione problemy moga by¢ rozwiazane w czasie
wielomianowym (dla graféw doskonatych).

Nieskierowany graf G jest grafem doskonatym (ang. perfect
graph), jesli spetnia trzy ekwiwalentne witasnosci (Lovasz 1972):

o(Ga) =x(Ga)  (dla AcV) 3)
aGa)=x(Gx)  (dla AcCV) “)
o(GA)(Ga) 2 [A] (dla ACV) &)

dla nieskierowanego grafu G = (V,E). Jednoczesnie graf G jest
grafem doskonatym, wtedy i tylko wtedy, gdy jego dopelnienie
jest grafem doskonatym.

Grafy tréjkatne

Rozpoznawanie graféow trojkatnych mozna przeprowadzi¢ dwu-
etapowo, poprzez obliczenie doskonalego schematu eliminacji
wierzchotkow (ang. Perfect Vertex Elimination Scheme - PVES)
lub schematem doskonalym (ang. perfect scheme) metoda prze-
szukiwania leksykograficznego grafu w szerz, a nastgpnie spraw-
dzi¢ czy wygenerowany schemat jest schematem doskonalym.

Rozpatrujac wejsciowy graf G = (V, E) bedacy grafem nieskie-
rowanym oraz ¢ = {v;, v, ... , V,} bedacym pewnym uporzadko-
waniem wierzchotkow mozemy moéwié¢ o doskonatym schemacie
eliminacji wierzchotkéw, jesli sasiedztwo wezta v; jest podstawa
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do wyznaczenia podgrafu pelnego. Inaczej méwiac kazdy zbior
X:={v; € Adj(v)) | j > i} jest grafem petnym.

Grafy trdjkatne charakteryzuja si¢ wystgpowaniem takiego we-
zla. Jezeli graf nie jest klika to ma on dwa takie wezty. Drugim
etapem (powigzanym z poprzednim) jest przeprowadzenie weryfi-
kacji, czy wygenerowane przyporzadkowanie o, jest PVES. Do
tego celu uzywana jest lista A(u) w ktorej gromadzone sa wierz-
chotki, ktore nalezy sprawdzi¢ czy sa incydentne z wierzchotkiem
u. Samo sprawdzenie jest opdznione az do momentu gdy u = o(i).
Tej techniki uzywa sie dlatego, ze w o™'(v) iteracji nie nastepuje
przeszukanie weztow sasiadujacych z u. Powoduje to, ze wicksza
czes$¢ algorytmu moze by¢ implementowane w jednym przebiegu
przeszukujacym wezty sasiadujace z v. Instrukcja skoku zostanie
wykonana j-1 razy, gdzie j oznacza liczb¢ komponentéow grafu G.

Etap 1
przypisz etykiete & do kazdego wierzchotka;
dla i < n do 1 krok (-1) wykonaj

!
L

wybor: wziaé nieponumerowany wierzchotek
v o najwigkszej etykiecie;
o(i) «— v; komentarz: przypisuje do v numer i
odswiez: dla kazdego nieponumerowanego
wierzchotka w € Adj(v) wykonaj dodaj
i do etykieta(w);
)
Etap 2
dla wszystkich wierzchotkow v zréb: A(v) « J;
dla i < 1 do n wykonaj

v« o (i);

X {x e Adj(v) o'W <o)}

jesli X = to wtedy skocz do linii 8;

u < o(min{ c'(x) | x € X});

potacz X - {u} z A(u),

jesli A(v) - Adj(v) # @ to wtedy zwrd¢ | falsz”;

-

Rys. 1. Algorytm rozpoznawania grafow trojkatnych; [6]
Fig. 1. A triangulated graph recognizing algorithm; [6]

Grafy por6wnywalnosci
Rozpoznanie przynaleznosci grafu do podklasy graféow porow-
nywalnosci przeprowadza si¢ przez probg zorientowania tranzytyw-
nego wejsciowego grafu. Dokonuje si¢ tego przez przypisanie wy-
muszen orientacji grafu nieskierowanego, wedlug pewnej relacji.
Doktadna definicja wymuszen, oznaczana jako relacja I jest zapi-
sywana jako
abT a’b’< {a=a’ orazbb’ ¢ E
lub b=b’orazaa’ ¢ E (6)

Istnieje zalezno$¢ powstata przez polaczenie w ciag krawedzi
w relacji ' miedzy soba, nazywana klasq implikacji. Méwimy
wigc, ze krawedzie ab oraz cd naleza do tej samej klasy implikacji
tylko gdy istnieje sekwencja

ab:aObOFa]b1 F‘..Fakbk:cd dlak>0 (7)

Tego rodzaju sekwencja nazywana jest tancuchem I' z ab do cd.

Inicjuj: i« L E;« E; F« Q&
Arbitralnie wybierz krawedz x; € E;
Oblicz klas¢ implikacji B; zbioru E; zawierajaca xy;
jesli B, Bil=@to wtedy
dodaj B;do F
W przeciwnym razie
zwr6¢: ,,G nie jest grafem porownywalnosci”, STOP
Zdefinivj: E;\; < E; - {B; U B/"}
jesli E;.; = & to wtedy
ki
zwroé F, STOP
W przeciwnym razie
i—itl
idz do arbitralnego wyboru krawedzi

Rys. 2. Algorytm rozpoznawania grafow porownywalnosci; [6]
Fig.2. A comparability graph recognizing algorithm; [6]

Jezeli podejmie si¢ probe zorientowania tranzytywnego grafu
zaczynajac od krawedzi np. ab a w wyniku stosowania relacji I’
otrzyma si¢ wymuszenie orientacji krawedzi ba mozna stwierdzic,
ze graf nie nalezy do podklasy grafow poréwnywalnosci.

Graty interwalowe

Rozpoznawanie graféw interwatowych mozna oprze¢ na zaloze-
niu, ze graf jest grafem interwalowym, jesli dopelnienie grafu troj-
katnego jest grafem poréwnywalnosci [6]. Mozliwe jest uzycie
prezentowanych wczesniej algorytméw. Nalezy pamigtaé, ze rozpo-
znanie przynaleznosci do grafow interwatowych bedzie prawdopo-
dobnie uzywane lacznie z rozpoznawaniem dwoch powyzszych
podklas grafow doskonatych. Istnieja jeszcze inne algorytmy po-
zwalajace w szybki sposdb rozpozna¢ grafy interwatowe [8§].

Rozpoznawanie przez wyszukiwanie nieparzystych dziur

Nowsze algorytmy rozpoznawania graféw doskonatych opierajg
si¢ 0 metode poszukiwania nieparzystych dziur (ang. odd-hole)
w grafach prostych skonczonych [4]. Dowiedziono, ze graf jest
grafem doskonatym wtedy i tylko wtedy, gdy jest grafem Berge’a.
Natomiast graf Berge’a mozna rozpoznaé, gdy ani graf ani jego
dopelnienie nie zawieraja nieparzystych dziur.

Dziurg nazywa si¢ cykl bez cigciw o dlugosci przynajmniej 4.
Jesli liczba krawedzi dziury jest nieparzysta wtedy mowi sig
o nieparzystej dziurze, a w przeciwnym wypadku o dziurze parzy-
stej. Jednoczesnie brak dziur w grafie powoduje, ze graf jest albo
prosty albo zawiera podgraf 2-gwiezdny (ang. 2-star) lub dwu-
dzielny, (ang. 2-join). To stwierdzenie jest podlozem wyjscia do
algorytméw rozpoznawania, czy graf przynalezy do rodziny gra-
féw doskonatych, poprzez rozlozenie grafu G na m podgrafow
i stwierdzenie czy kazdy z G; gdzie i=1,2,...,m taki prostszy pod-
graf jest grafem bez nieparzystych dziur. Nalezy wspomnie¢, ze
wyszukanie 2-gwiazdy jest problemem, ktéry mozna rozwigzac
w czasie wielomianowym. Rozpoznanie 2-gwiazdy opartej
o wierzchotku u i v, w czasie wielomianowym polega na spraw-
dzeniu czy zostang rozlaczone niesasiadujace wierzchotki x iy,
przez usunigcie wszystkich sasiadow u i v z wyjatkiem x i y. Na-
tomiast wielomianowy algorytm wyszukiwania podgrafu
2-dzielnego mozna znalez¢ w [10, 11].

Autorzy [4] podajg metod¢ rozpoznawania graféw doskonatych
z uzyciem dekompozycji 2-gwiazd oraz dekompozycji 2-dzielnej
oraz algorytmy tworzenia graféw spetniajacych inne kryteria na
potrzeby tych algorytmow.

Przyktadem grafu zawierajacego nieparzysta ,,dziure” moze by¢
graf G (rys. 3). Mozna w nim wyrdzni¢ dziure, na ktora sktada sig
cykl bez cigciw V;, V,, Vs, Vi, V5, V. Jednoczesnie mozna zauwa-
zy¢, ze w dopeieniu grafu tez mozna wyrdzni¢ tego rodzaju
konstrukcje zawierajacgq te same wierzchotki. Dla dopetnienia
zauwazamy cykl V;, Vs, V5, V,, Vs, V; rowniez bedacy nieparzysta
dziurg. Jak widaé - opierajac si¢ na definicji graféw Berge’a, ten
graf nie jest grafem Berg’a, a co za tym idzie nie jest grafem
doskonatym.

Vi1 Vi

V5 V4 V5 V4

Rys. 3. Graf G (a) oraz jego dopetnienie (b) zawierajace nieparzysta ,,dziurg”
Fig. 3.  Graph G (a) and complement (b) containing ,,0dd-hole”

3. Zastosowanie (przyktad)

Przedstawione metody, w potaczeniu z metodami opisanymi
w innych pracach pozwalaja na przeprowadzenie uproszczonej
przyktadowej analizy. Niech dany jest opis uktadu w postaci grafu
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SFC. Za przyktad niech postuzy sie¢ pochodzaca z zalacznika
standardu IEC 1131-3 [7]. Oryginalny sposdb interpretacji uktado-
wej sterownika rekonfiguralnego przedstawiono w pracach [1, 2].

o1 [[Start |
T1== ST &S0 & WZ
P2 | ps | ps |
[weight_A [-{N]VA| | Brick1] | Belt_M |-{N[MT|
PTZ WAZ Jg d
[Weight_B [-{N]vB| |Drop_1]
T3 wABZ TS5 NOT d
P4 P7
| AL INJve] [ Brick2 |
T6m g
T8 +wz
[
P14 P TiMER H{N[Tms[T™]
MIX mm T9 +TM
P2 7p HIN[we1[s]
T10== S1
P raise H{N]mPo[s1]
T S0

Rys. 4. Opis uktadu w postaci SFC
Fig. 4. SFC description of the circuit

MP9

Rys. 5. Makrosie¢ Petriego odpowiadajaca modelowi SFC z rys. 4
Fig. 5. Petrie macro-net eqivalent to SFC model from fig. 4

Rys. 6. Graf zgodnosci - modelu z rys. 4
Fig. 6. Compatibility graph of the model from fig. 4

Po wyznaczeniu relacji wspotbieznosci miedzy miejscami ma-
krosieci, np. analizujac graf znakowan makrosieci, uzyskano graf
zgodnosci (wspolbieznosci) migdzy miejscami. Na podstawie
analizy stwierdzono, ze graf ten jest
- ztozony z trzech sktadowych spdjnosci,

- kazda z nich odpowiada sktadowej automatowe;j,
- sktadowe sg grafami doskonatymi,
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- przynalezy do podklasy grafow tréjkatnych”,
- przynalezy do podklasy grafow poréwnywalnosci.
* (w tym przypadku)
W zwiazku z tym jego kolorowanie daje si¢ wykona¢ w czasie
wielomianowym. W rezultacie kolorowania otrzyma si¢ trzy
sktadowe podsieci automatowe:

I: {MP,, MP3, MPs, MP;} = {Py, Ps, P¢, P7, Pg, Pyg, Py, Py3, P13}
II: {MP;, MP¢} = {P,, P3, Py, P14, Pys}
II: {MP,} = {Pg, Pyg}

4. Wnioski

Na podstawie analizy wigkszej liczby sieci Petriego, opisujacej
rzeczywiste uktady sterowania mozna wysnué przypuszczenie, ze
relacja uporzadkowania przestrzeni stanow lokalnych takiej sieci
jest opisana grafem doskonatym. Wniosek ten moze potwierdzaé
posrednio praca [3], w ktorej przeprowadzono znaczna liczbe
testow na grafach opisujacych rzeczywiste uktady cyfrowe. Wyni-
ki prac eksperymentalnych w tej dziedzinie wskazuja, ze znaczaca
wigkszos$¢ rzeczywistych uktadow cyfrowych opisanych grafami
nalezacymi do klasy grafow doskonatych daje si¢ wtasciwie poko-
lorowac w prosty sposob w czasie wielomianowym.

Badania autora ida w kierunku okreslenia: 1) klas sieci Petriego,
dla ktérych relacja wspotbieznosci migdzy rownoczesnie oznako-
wanymi miejscami jest opisana grafem doskonatym, 2) metod
rozpoznawania, czy relacja wspolbieznosci w przestrzeni stanow
lokalnych dowolnego sterownika logicznego jest opisana grafem
doskonatym.

Algorytmy rozpoznawania grafow tréjkatnych, poréwnywalno-
$ci i interwatowych zostaty zrealizowane praktycznie z wykorzy-
staniem jezyka C.
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