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Streszczenie

Wiele probleméw optymalizacyjnych sprowadzanych jest do przetwarza-
nia macierzy rzadkich o bardzo duzych rozmiarach. Tradycyjne metody
operacji na macierzach o tak duzych rozmiarach jest czasochtonne dlatego
poszukiwane sa rozwigzania gwarantujace wigksza efektywnosc¢ i krotszy
czas przetwarzania. W artykule omdwiono wybrane metody i zapropono-
wano autorska metodg¢ wykorzystania kompresji w poprawie efektywnosci
przetwarzania macierzy rzadkich.

Stowa kluczowe: kompresja, macierze rzadkie.

Effective method of processing
of sparse matrix

Abstract

Many optimization problems can be imported to processing of thin
matrices about very large sizes. The traditional methods of operation on
the matrices about so it is the large sizes time-consuming therefore the
guaranteeing the larger efficiency solutions be in the demand and the
shorter time of processing. This paper presented the author's method of
utilization in improvement of efficiency the compression of processing of
sparse matrix in presented study was introduced.

Keywords: compression, sparse matrix.

1. Wstep

Postegp technologiczny w dziedzinie rejestracji obrazu i dzwig-
ku, potaczony z gwattownym rozwojem Internetu pozwala na
wytworzenie oraz przechowywanie ogromnych ilosci informacji.
Jednakze, ograniczenia pojemnosci pamigci, przepustowosci
kanatéw transmisyjnych lub mocy obliczeniowej komputerow sa
czgsto spotykanymi problemami w przetworzeniu tych danych
w rozsadnym czasie.

Obecnie szereg zagadnien teorii sieci jak réwniez problemdéw
optymalizacyjnych - niemajacych rozwigzania doktadnego,
sprowadzanych jest do znajdowania najkorzystniejszego ze
wzgledu na zadane kryterium rozwiazywania lub rozwigzania
najblizszego doktadnemu — okreslanego jako optymalne. Takie
problemy wystepuja w wielu problemach naukowych ale napo-
tykane sa rowniez w medycynie (tomografia komputerowa,
radioterapia) [12] oraz innych dziedzinach takich jak meteorolo-
gia, astronomia, poligrafia, grafika komputerowa [5]. Rozwigza-
nia probleméw optymalizacyjnych, specyfikowane rozbudowa-
nymi uktadami réwnan, czg¢sto sprowadzaja si¢ do przetwarzania
macierzy duzych wymiaréw (rzedu kilka lub kilkadziesiat tysig-
cy). Wowczas sktadowanie oraz przetwarzanie (przesylanie, czy
tez inne operacje) tak duzych zbioréw danych jest bardzo zasobo
i kosztochtonne. Jedna z mozliwych drég ,radzenia” sobie
Z tego typu problemami — zasobochtonnosci, jest wykorzystanie
metod kompresji.

2. Metody kompres;ji

Historycznie przykladami kompresji danych sa alfabet Morse'a
oraz szeroko rozpowszechnione alfabet Braille’a, ktore powstato
w XIX w. Pismo Brail’a umozliwia kompresj¢ oparta na czgstosci
wystapien catych stéw [6]. Kodowanie liter w alfabecie Mores’a
odbywa si¢ przy pomocy kropek i kresek, a zmniejszenie rozmia-
ru tekstu jest konsekwencja przypisania czgsciej wystepujacym
znakom ,krétszych” kodow. Dla matej réznorodnosci zbioru
danych wystepuja ,,seryjnie” powtarzajace si¢ elementy, wowczas
w kompresji wykorzystywane sa metody i algorytmy ,,kodowania
dhugosci serii”. Odmienng technikg¢ wykorzystuje si¢ w kompresji
mowy. Konstrukcja strun glosowych cztowieka decyduje o dzwie-
ku, jaki moze by¢ wydawany podczas méwienia. Zamiast transmi-
sji samej mowy, mozna przesta¢ informacje o strukturze ,,skrzynki
glosowej”, ktdre sq wykorzystane w odtworzenia rozmowy. In-
formacje o ,,skrzynce glosowej” wymagaja mniej pamigci anizeli
wartosci zwigzane z probkowaniem mowy [6]. Jednym z pierw-
szych przyktadéw zastosowania tej metody kompresji byto urza-
dzenie o nazwie vocoder (ang. voice coder). Obecnie powszechnie
wykorzystywanymi metodami eliminacji nadmiarowych danych
jest wykorzystanie transformacji. Transformaty jako metody
polegajace na przejsciu z dziedziny czasu w dziedzing czgstotli-
wosci (tzw. Transformaty: FFT, DCT, Falkowe, lub metody wid-
mowe) sa efektywnymi metodami w przetwarzaniu dzwieku oraz
obrazu [1]. Proste przyktady wykorzystania transformat to gene-
rowanie glosu w ,,méwiacych zabawkach”, czy transmisja glosu
poprzez mobilne radio lub kompresja obrazéw metoda JPEG.

Obecnie coraz czg¢sciej kompresja danych, bedaca przez wiele
lat przedmiotem zainteresowan stosunkowo niewielkiej grupy
naukowcow, jest wykorzystywana w bardzo wielu dziedzinach
a efektywne metody przetwarzania danych byty, sg i jest bardzo
prawdopodobnie, iz nadal beda niezwykle interesujacym oraz
aktualnym zagadnieniem.

Wigkszo$¢ nowoczesnych systeméw wymiany informacji, aby
zachowal swa ,atrakcyjnosé” wymaga zastosowania skutecznej
w danym przypadku metody kompresji danych. Czgsto w celu
zmniejszenia wspolczynnika zasobochtonnosci stosowane jest
taczenie technik kompresji i metod kodowania, jako przyktad
mozna poda¢ metod¢ kompresji i kodowania sygnatu wizyjnego,
fonii i danych dodatkowych w standardzie MPEG. Istotnym
aspektem jest tu takze odniesienie korzysci finansowych zwiaza-
nych z oszczgdnosciami czasu i nosnika [5].

2.1. Kompresja bezstratna

W ogoélnym przypadku algorytmy kompresji mozna podzieli¢
na dwie klasy rdéznigce si¢ wymaganiami zwigzanymi
z rekonstrukcjg informacji. Kompresja bezstratna, w ktorej wyma-
gane jest, aby odtworzone i oryginalne dane byly identyczne, oraz
kompresja stratna, gdzie dopuszcza sig, aby dane zrekonstruowane
roznily sie (w kontrolowany sposob) od danych oryginalnych.
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Jedna ze stosowanych wspolczesnie metod kompresji bezstrat-
nej jest metoda RLE (ang. Run Length Encoding). Jest to prosty
i skuteczny algorytm sprawdzajacy si¢ przy kompresji blokow
danych, w ktorych wystepuja obok siebie identyczne znaki, jak
w plikach graficznych. Metoda RLE jest nieefektywna w kodowa-
niu ciggéw ponizej trzech znakoéw, efektywne jest kodowanie
ciagow od czterech wystgpujacych po sobie znakoéw wzwyz [4].

W metodzie Huffmana wykorzystywane sa zasady zblizone do
RLE. Pomyst polega na przypisywaniu kodéw o roznej liczbie
bitow poszczegdlnym elementom kompresowanego zbioru danych
na podstawie czestosci ich wystgpowania — krétsze kody czesciej
wystepujacym znakom. Przy kompresji strumienia danych stoso-
wany jest efektywniejszy tzw. dynamiczny algorytm Huffmana,
ktory uaktualnia, w miar¢ naptywania informacji, okreslona liczbe
znakow, budowane przez algorytm drzewo binarne reprezentujace
rozktad czestosci wystgpowania elementéw w zbiorze wejscio-
wym. Metoda ta, okazata si¢ na tyle efektywna, ze w latach 80.
konstruowano na jej podstawie uktady sprzgtowe shuzace do
zwigkszania pojemnosci dyskéw twardych w stacjach graficznych
[4]. Metody Huffmana sa szeroko stosowane w wigkszosci pro-
graméw kompresujacych zmniejszajacych rozmiar danych wej-
$ciowych nawet o 20-40% [1]. Ich atutem jest duza efektywnosé
niezaleznie od typu danych wejsciowych oraz fakt, iz nie bazuja
na zaleznosciach pomigdzy kolejnymi danymi. Najczesciej algo-
rytmy Huffmana wykorzystuje si¢ w potaczeniu z innymi meto-
dami kompresji. W standardzie JPEG, w ktorym wykonywane sa
operacje na macierzach, algorytm ten wykorzystywany jest dopie-
ro w ostatnim etapie kompresji, gdzie wczesniej strumien danych
poddaje si¢ kwantyzacji oraz uporzadkowaniu ,,zig-zag”. Wada
metod Huffmana jest ich czasochtonno$é, szczegdlnie przy od-
mianie adaptacyjnej, wymagajacej skomplikowanych operacji na
strukturze drzewa. Dodatkowy problem dotyczy podstawowej
jednostki informacji (bit), ktérego nie mozna bezposrednio zapi-
sywac lub odczytywaé, lecz ,,odzyskiwaé” z wigkszej jednostki
informacji, czyli stowa (bajt) za pomoca operacji logicznych.
Ponadto, sa to metody bardzo czute na zakldocenia w transferze
danych, btedne odczytanie tylko chocby jednego bitu moze spo-
wodowac nieodwracalne btedy przy dekompresji.

Z szerokiej gamy stosowanych metod kompresji szczegolny
przypadek stanowia formy reprezentacji macierzy w szczegdlnosci
macierzy rzadkich [3] odzwierciedlajacych dane wejsciowe
w zagadnieniach optymalizacyjnych oraz z teorii sieci.

Celem kompresji jest zmniejszenie rozmiaru przekazywane;j in-
formacji, ktéora w pewnym sensie jest forma zapisu macierzy
pozwalajaca na oszczedno$¢ zajmowanej pamigci oraz czasu
przetwarzania. Ztozono$¢ obliczeniowa prostej og)eracji dodawa-
nia dwu macierzy 4 i B rozmiaru n wynosi O(n”) natomiast dla
macierzy rzadkich i odpowiedniej reprezentacji tylko O(nzA4 + nzB),
gdzie nzX — liczba niezerowych elementdw macierzy.

Sposréd wielu znanych form reprezentacji macierzy rzadkich,
jak dotad tylko kilka wprowadza znaczace ograniczenie rozmiaru
danych — czyli réwniez rozmiaru pamigci oraz czasu wymaganego
do przetwarzania z wykorzystaniem dostepnych urzadzen [8].
W dalszej czesci przedstawione zostaly metody, ktére sg najcze-
$ciej wymieniane, stanowiace podstawe propozycji autorskiego
opracowania.

2.2. Kompresja macierzy rzadkich

Formy zapisu macierzy rzadkich - zawierajacych wiele elemen-
tow (zerowych) nie wpltywajacych na wynik przetwarzania, po-
zwalaja na oszczgdno$¢ zajmowanej pamigci [9]. Mozna to zilu-
strowa¢ nastgpujacym przyktadem: przechowywanie w pamigci
komputera macierzy kwadratowej o rozmiarze 1000x1000
w postaci tablicy dwuwymiarowej wymaga pamigtania miliona
elementow, z ktorych w zaleznosci od formatu kazdy zajmuje od 4
do 16 bajtéw. Przy zalozeniu, iz kazdy zelementéw zajmuje
4 bajty, tablica zajmuje 4MB. Zakladajac, ze bedzie to macierz
rzadka z 4000 tysiacami elementow znaczacych (réznych od zera)
wymagane jest zaledwie 16kB pamigci. Jednakze, wymagane sa
dodatkowe zasoby zwiazane z informacja na temat lokalizacji
w tablicy poszczegdlnych wartosci.
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Kompresowane za pomoca metody CRS (ang. Compressed Row
Storage) lub analogicznie CSC (ang. Compressed Column Storage)
macierze rzadkie przechowujace dane w tablicy dwuwymiarowej
(rys.1), zastepowane sa trzema tablicami (rys.2) jednowymiaro-
wymi [2, 11]. Tablica V (rys. 2) jest tablica wartosci, w ktdrej
przechowywane sa kolejne niezerowe elementy macierzy. Jej
rozmiar jest rowny liczbie niezerowych elementow macierzy 4
(rys. 1). Tablica kolumn C (rys. 2) przechowuje informacje,
w ktorej kolumnie macierzy A (rys. 1) znajduje si¢ kazda z nieze-
rowych wartosci. Indeksy w tablicy kolumn C odpowiadaja indek-
som w tablicy wartosci V, tablice te maja takie same rozmiary.
Tablica P zawiera informacje o tym, ktéry z kolei niezerowy
element macierzy, (czyli ktora warto$¢ z tablicy V) jest pierwsza
niezerowa warto$cig w kazdym z wierszy macierzy 4. Rozmiar tej
tablicy P jest rowny liczbie wierszy w macierzy A.

023 0 0 0 0 1,45
0 0 0 273 315 0
425 0 596 0 621 0
1o 0 712 0 0 0
832 0 932 10,11 0 11,27
0 0 0 12,5 1314 0

Rys. 1. Obraz macierzy 4 dla metody CRS
Fig. 1.  View of matrix 4 for CRS method

Poniewaz, zwykle wierszy jest mniej niz niezerowych wartosci, to
wystepuje tu pewna oszczedno$¢ pamigci (w stosunku do tego,
gdyby przechowywaé pelne wspdtrzedne kazdego niezerowego
elementu macierzy - zarowno numer kolumny, jak i wiersza).

V|0‘23 ]‘451 2.73 3‘14 4.25 5.96 6‘2| 7‘11 8,32 9.32 10,11 ]]‘ZJr 12,53 IB‘MI

Clielas|135|3/1346] 45

G

P |0,23|3,15|4,25| 7,lZl 9,32| 12,53|

Rys. 2. Graficzna reprezentacja formatu CRS
Fig.2. View of CRS format

Efektywniejszym, ze wzgledu na rozmiar danych, jest wykorzy-
stanie formatu RWEI (ang. Row-wise Ellpack-Itpack format). Meto-
da ta polega na przechowywaniu w pamieci komputera wartosci
elementdw niezerowych macierzy wraz z numerami kolumn,
w ktérych one wystepuja, wykorzystujac do tego celu dwie tablice
dwuwymiarowe [7]. W tablicy V (rys. 4) zapisane sq wartosci nieze-
rowych elementow macierzy B (rys. 3), natomiast tablica C prze-
chowuje numer kolumny, w ktorej odpowiedni element wystepuje.

732 251 0 0

789 213 324 0
0 930 596 0 0

210 0 231 350 421
0 659 0 0 897 127
0 0 873 0 514 534

S o o O

Rys. 3. Macierz B dla metody RWEI
Fig.3. Matrix B for RWEI format

732 251 - - 1
789 213 324 - 1
930 596 - - 2
210 231 350 421 1
659 897 127 - 2
873 514 534 - 3

[V NNV R VSR U S )
|
|

o e
|

Rys. 4. Graficzna reprezentacja formatu RWEI
Fig. 4. View of RWEI format
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3. Proponowane rozwigzanie

Na podstawie analiz metod kompresji macierzy rzadkich,
w szczegolnosci metod: CRS i RWEI mozna zaproponowaé zmo-
dyfikowany format kompresji MRWEI (ang. Modified Row-Wise
Ellpack-Itpack) dedykowany macierzom rzadkim. Wprowadzajac
do RWEI modyfikacj¢ zaczerpnigta z CRS, nie trzeba budowaé
odrebnych macierzy V' i C, ale utworzy¢ na podstawie macierzy
wejsciowe]j dwie tablice jednowymiarowe, czyli dwa wektory 7V
i CI, ktéore beda przechowywaly potrzebne informacje
o elementach niezerowych.

Proponowana metoda jest dwuetapowa i polega na:

1) wezytywaniu wierszami i zapisywaniu wartosci elementow
niezerowych macierzy rzadkiej (rys. 5) do wektora V (rys. 6),
ktérego rozmiar nie bedzie przekraczat nxm, gdzie n- liczba
wierszy (kolumn),

2) utworzeniu wektora CI (rys. 6) o rozmiarze nieprzekraczajacym
n*n+n+1, w ktorym sg zapisywane: liczba elementéw niezero-
wych w wierszu oraz indeksy kolumn, w ktdrych owe elementy
niezerowe wystgpuja, ostatni wyraz wektora zawiera liczbe
wierszy macierzy wejsciowej, stad rozmiar wektora.

Ostatni element wektora CI (rys. 6) jest opcjonalny, poniewaz
rozmiar mozna przyjac jako warto$¢ najwigkszego wspdtczynnika
w tym wektorze.

765 390 0 0
376 459 0 0
0 0 0 0
951 832 324 425
129 176 321 0 0 301
0 0 0 713 154 0

S o o O

Rys. 5. Obraz macierzy A dla metody MRWEI.
Fig. 5. View of matrix A for MRWEI method.

Poniewaz format CRS wymaga przechowywania w tablicy P (rys.
2) wartosci elementu poczatkowego, ktora z reguly wymaga formatu
zmiennoprzecinkowego, (czyli wigcej pamigci anizeli typ integer),
wiec uzasadnione jest przypuszczenie, iz wymagane bedzie mniej
zasobOw pamigci na zapis macierzy w formacie MRWEL

Vv |765 390 376 459 951 832 324 425 129 176 321 301 713 154|

CI|223lzz3|0|42345|41236|245 |

Rys. 6.  Graficzna reprezentacja formatu MRWEI
Fig. 6. View of MRWEI format

Ponadto mozna oczekiwaé, iz przetwarzanie dwoch tablic pozwoli
na korzystanie ze zmiennych typu ,,register”, co réwniez powinno
wplywaé na zwigkszenie efektywnosci przetwarzania.

4. Wyniki eksperymentalne

W celu weryfikacji oraz sprawdzenia efektywnosci proponowa-
nego rozwiazania przygotowane zostaly odpowiednie aplikacje
implementujace zaproponowane rozwigzanie.

Zestawienie otrzymanych wynikow przetwarzania w $rodowi-
sku Matlab, dla macierzy T o rozmiarze nxn = 1000x1000 oraz
wspotczynniku wypetienia 0,6 + 0,9, przedstawia tab. 1.

Tab. 1. Wyniki eksperymentalne Matlab

Tab. 1. Experiment results in Matlab
Wsp. wyp Czas kompresji [s/ Czas mnozenia [s]/
macierzy CRS MRWEI CRS MRWEI
0,6 0,147 0,112 1490 1455
0,7 0,142 0,110 1056 880
0,8 0,117 0,066 679 372
0,9 0,104 0,057 355 197

Tabela tab. 2 przedstawia uzyskane wyniki zwiazane z czasem
przetwarzania macierzy 7 w srodowisku C++.

Tab.2. Wyniki eksperymentalne w C++
Tab. 2. Experiment results in C++

Wsp. wyp Czas kompresji [s/ Czas mnozenia [s]

macierzy CRS MRWEI CRS MRWEI
0,6 0,156 0,124 48,7 49,3
0,7 0,133 0,115 432 44,0
0,8 0,115 0,104 37,8 36,0
0,9 0,109 0,097 25,3 25,4

Testy zostaly przeprowadzone na komputerze klasy PC (Pentium
HT IV 3.0 GHz z 2GB RAM).

5. Podsumowanie

Metody kompresji wykorzystywane w poprawie efektywnosci
przetwarzania macierzy rzadkich opieraja si¢ na podobnych zasa-
dach, tj. wigkszo$¢ metod przeksztalca zapis macierzy z postaci
dwuwymiarowe;j tablicy do postaci kilku wektoréw lub kilku list,
w ktorych przechowywane sg niezbedne informacje na temat
warto$ci niezerowych elementow macierzy oraz informacji po-
zwalajacych na jednoznaczng lokalizacje¢ elementéw tych elemen-
tow w tablicy (tzn. elementéw znaczacych, ktorych wspdtrzedne
ulokowania maja wptyw na posta¢ macierzy wynikowe;j).

Analiza otrzymanych wynikow, dla zaproponowanej metody,
potwierdza rozwazania teoretyczne. Zaproponowana metoda
kompresji MRWEI pozwala na uzyskanie zmniejszenia rozmiaru
przetwarzanych danych oraz pozwala na uzyskanie poprawy
efektywnosci przetwarzania. W przypadku macierzy o rozmiarze
1000x1000 i wypetieniu elementami zerowymi 60+90%, kom-
presja wplywa znaczaco na zmniejszenie zasobow niezbednych
w celu skladowania oraz transmisji informacji, jak réwniez moze
mie¢ wplyw na przyspieszenie operacji mnozenia. Ponadto, jak
wskazuja wyniki zaprezentowane w tab.1. i tab. 2. kompresja
wykorzystujaca zaproponowane rozwigzanie moze by¢ realizowa-
na znacznie szybciej, przy czym, wspdtczynnik wypetnienia ele-
mentami zerowymi ma duze znaczenie. Wraz ze wzrostem wypet-
nienia elementami zerowymi te rdznice zmniejszaja si¢ oscylujac
w granicach 20%. Otrzymane wyniki pozwalaja przypuszczac, iz
zaproponowane rozwiazanie moze znalez¢ zastosowania.
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