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Streszczenie

Przedstawiono twierdzenia Widrowa i warunki odtwarzalnosci dla kwan-
towania. Dokonano analizy bfedu obciazenia estymatora funkcji autokore-
lacji spowodowanego niespelnieniem warunkéw odtwarzalnosci dla
kwantowania. Szczegdlng uwage poswigcono sygnatowi harmonicznemu
z ditherem o rozkladzie rownomiernym. W artykule zaprezentowano oraz
poréwnano wyniki badan wykonanych w programie Mathcad oraz wyniki
badan symulacyjnych wykonanych z uzyciem wirtualnego korelatora.

Stowa kluczowe: cyfrowe estymatory funkcji autokorelacji, przetwarzanie
a-c z ditherem, dither o rozktadzie rownomiernym.

The influence of uniformly distributed dither
on the accuracy of autocorrelation
function estimation

Abstract

The quantizing theorems of Widrow and quantizing reconstruction
conditions for the estimation of the autocorrelation function are presented.
An analysis of the bias error of the autocorrelation function estimator,
caused by non-satisfied quantizing reconstruction conditions, is carried
out. Special attention is devoted to the harmonic signal with uniformly
distributed dither. In this article some preliminary research results are
presented and discussed. A comparison of bias of the autocorrelation
function estimator modeled in Mathcad (Eq. 16, 17) and obtained of
virtual correlator model (Eq. 21) is carried out.

Keywords: digital estimators of autocorrelation functions, a-c conversion
with dither, uniformly distributed dither.

1. Wstep

W systemach pomiarowych z cyfrowym algorytmem pomiaru
wynikiem pomiaru jest warto$¢ estymaty oraz warto$é niepewno-
$ci wyniku. Oceng¢ niepewnosci wyniku sprowadza si¢ do oceny
niepewnosci estymaty. Poniewaz elementem kazdego systemu
pomiarowego z cyfrowym algorytmem pomiaru jest przetwornik
A/C, dokonuje si¢ analizy oraz oceny wptywu konwersji a-c
na niepewno$¢ wyniku pomiaru. Jedng z metod ograniczenia tego
wplywu jest konwersja a-c z sygnatem ditherowym oraz usrednia-
niem [1, 5].

Podczas konwersji a-c sygnat pomiarowy podlega probkowaniu
(dyskretyzacji w dziedzinie czasu) oraz kwantowaniu (dyskretyza-
cji w dziedzinie wartosci). Poniewaz operacja probkowania jest
operacja liniowa, rozwazania na temat nieliniowosci konwersji a-c
mozna sprowadzi¢ do rozwazania nieliniowosci operacji kwanto-
wania [7].

Celem niniejszej pracy jest analiza wplywu kwantowania
na doktadno$¢ wyznaczania wartosci funkcji autokorelacji w zerze
dla sygnatu harmonicznego z ditherem o rozktadzie réwnomier-

nym.

2. Warunki odtwarzalnosci funkcji
autokorelacji

Podstawy teoretyczne

Za tworce teorii kwantowania sygnatéw uwazany jest Widrow.
Wykazal on, ze operacj¢ kwantowania mozna rozwazaé¢ jako
probkowanie funkcji gestosci prawdopodobienstwa przetwarzane-
go sygnatu. Zalety takiego rozwiazania jest to, ze probkowanie
staje si¢ operacja liniowa.

Przedstawienie teorii Widrowa wymaga wprowadzenia pojgcia
funkcji charakterystyczne;j:

Funkcja charakterystyczna @ (v) jest transformata Fouriera

funkcji gestosci prawdopodobienstwa p(x) do dziedziny v
ze zmiang znaku. Dla sygnatu x poddanego kwantowaniu jest ona
rowna [1]:

o (v)= D].p(x)e"‘”dx = E[em]. 1)

-0

Twierdzenie teorii kwantowania Widrowa dotyczace odtwarzalno-
$ci momentdéw sygnatu ma postac [4]:

Twierdzenie
Jezeli funkcja charakterystyczna ma ograniczong dziedzing,
czyli gdy:

®,(v)=0 dla M>2ifg, @)
q

gdzie & jest dowolnie malg liczba dodatnia, to wszystkie istnieja-
ce momenty sygnatu x moga by¢ odtworzone z momentdéw skwan-
towanego sygnatu x,.
Funkcja autokorelacji ergodycznego procesu {x(?)} moze byé
wyrazona zaleznoscia [1]:
T

R, (r) = hm% Jx(t) x(t+ ‘c)dl s 3)

T—w

gdzie: x(7) jest realizacja procesu {x(?)}, ¢ — opdznieniem, nato-
miast 7 — czasem obserwacji. Funkcja autokorelacji dla argumentu
zerowego jest wartoscig Sredniokwadratowa nazywana w technice
momentem rzedu drugiego [8]:

R(0)=x7(r). )

Dla uproszczenia, lecz bez wplywu na ogdlnos$¢ rozwazan, zato-
Zono, ze x(t) ma zerowa warto$¢ srednia.

Zastosowanie konwersji a-c z ditherem w zastosowaniu do au-
tokorelacji oznacza, ze do sygnatu x(?) dodawany jest dodatkowy
sygnal d(t), nazywany ditherowym. Uzyskany sygnal x;(?) jest
przetwarzany do postaci cyfrowej x,,(iAt). Nastepnie jest on mno-
zony przez swojg kopi¢ opdzniong o k probek, a wynik mnozenia
jest usredniany. Uzyskany w ten sposdb estymator przyjmuje
postaé [1]:

E,f’(k,M)=$§1xlq(i)xlq(i+k)- (&)

Zastosowanie dithera powoduje wzrost rozdzielczoéci kwantyzatora
poprzez zmniejszenie znieksztalcen nieliniowych wynikajacych
z kwantowania, a takze moze prowadzi¢ do zmniejszenia nielinio-
wosci rézniczkowe] przetwornika [1]. Sygnalem ditherowym jest
najczeseiej losowy sygnat stacjonarny, niezalezny od sygnatu prze-
twarzanego, o parzystej funkcji gestosci prawdopodobienstwa lub
rozktadu wartosci i majacy zerowa warto$¢ srednia.
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Doktadnos¢ estymacji moze by¢ opisana za pomoca obcigzenia
estymatora, opisujacego systematyczna sktadowa biedu oraz
wariancji, opisujacej przypadkowsq sktadowa btedu [1]:

o[R! (k. ¢)|= E[R? (k. M) - R, (K) (©)

Var[R? (k, M))= E[R? (k. M) - B[R (k. M0)]. (D)

W warunkach odtwarzalnosci dla kwantowania (spelnienia zato-
zen twierdzenia Widrowa) warto$¢ oczekiwana estymatora

R?(k, M) jest rowna [1]:

R ()4 R, ()« L (k=0)

el e an)- R0+ R,(E)  (k=0)

®)

W dalszej czegsci artykutlu zostanie omdwiona sytuacja, kiedy
sygnalowi harmonicznemu towarzyszy statystycznie niezalezny
sygnal ditherowy o rozkladzie rOwnomiernym oraz zerowej warto-
$ci oczekiwanej.

Wzgledne obciazenie funkcji autokorelacji w zerze dla sygnalu
harmonicznego oraz sumy sygnaléw: harmonicznego i dithera
o rozkladzie rownomiernym

Sygnatowi harmonicznemu o funkcji gestosci prawdopodobien-
stwa:

1
—_—, x| < A4
=gz ©)
0, poza tym
odpowiada funkcja charakterystyczna o postaci [2, 3]:
@ (v)=J,(4-v)s (10)

gdzie J, ( A- v) jest funkcja Bessel’a pierwszego rodzaju rzedu i.

Natomiast sygnatowi o rozktadzie réwnomiernym i funkcji gesto-
$ci prawdopodobienstwa:

1
_ <A
p()=12a > PI=A (11)
0, poza tym,

gdzie 24, jest warto$cia migdzyszczytowa sygnatu, odpowiada
funkcja charakterystyczna postaci [3]:

@d(v):smiifl;’v). (12)

Dla sygnatu harmonicznego x(#) wystgpujacego w obecnosci
sygnalu ditherowego o rozktadzie rownomiernym x,(?), gdzie x(?)
oraz x,(t) sa realizacjami statystycznie niezaleznych proceséw
losowych, posta¢ analityczna funkcji charakterystycznej @ _(v)

oraz wyrazenie na jej pochodna przyjmuja postaci:

sin(A4,v)

CDZ(V)ZCDX(V)'(Dd(V):Jo(AV) (13)
A,y
d)z(v):—Jl(A~v)-A.M+
A v
+J,(4-v) cos(4, -v) sin(4, -v) ”
0 . 4 .

Poniewaz sygnat o rozktadzie rownomiernym nie spetnia zatozen
teorii Widrowa [9], stuszna jest zaleznos¢:
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E[ﬁf(O,M)]=E[qu]=A72+A?§+%+b» (15)

gdzie b jest obcigzeniem estymatora.

W wyniku prostych obliczen matematycznych mozna wyzna-
czy¢ postac analityczng wzglednego obciazenia estymatora funkcji
autokorelacji dla argumentu zerowego sygnatu harmonicznego

w funkcji A/q [1]:
Py
q 0,5-4°

. A
gdzie B=27-i-—.
q
W analogiczny sposéb mozna uzyskaé¢ postaé analityczng
wzglednego obciazenia estymatora funkcji autokorelacji w zerze dla
sumy sygnalu harmonicznego i dithera o rozktadzie rownomiernym

w funkcji 4, /q:
A b
q 0,5-4°

:2.2{(_ 1) .J“(ﬂ).sin(z,,.,»/j;J (”llj .(;‘Jz .[/j;)] .

[ A AN A LB ar
[ﬂ-i q crg(zﬁ l q]+q Jo(ﬁ)J:|

3. Przebieg eksperymentu

W ramach eksperymentu zostaly przeprowadzone obliczenia
obciazenia w programie Mathcad oraz z uzyciem wirtualnego
korelatora na podstawie (16) i (17). Poniewaz w literaturze nie jest
znana posta¢ analityczna wariancji estymatora funkcji autokorela-
¢ji, do przeprowadzenia badan zostat wykorzystany tylko wirtual-
ny korelator [6].

Badania symulacyjne przebiegaty w ten sposob, ze dla wirtual-
nego korelatora zostaly wygenerowane sygnaty harmoniczne
o amplitudzie 8V i czgstotliwosci 1 kHz oraz ditherowe o rozkta-
dzie réwnomiernym i zerowej wartosci sredniej. Wartos¢ amplitu-
dy dithera dobrano zgodnie z zaleznoscia [3]:

Ad:k%, dlak=12,...6. (18)

Aby sygnal z ditherem nie przekroczyt zakresu przetwornika
dobrano maksymalng warto$¢ generowanego sygnalu zgodnie
z zaleznoscia:

Us=A+4 19)

d _max

gdzie Ay ,qc jest maksymalng wartoscig amplitudy dithera réwng
3¢ oraz wzorem:
2- Ugs
q= 5 (20)
gdzie: g jest krokiem kwantowania, Urg — zakresem przetwarza-
nia, B — liczba bitow przetwornika bipolarnego. Eksperyment
przeprowadzono dla nastepujacych parametréw przetwarzania a-c:
- 6-bitowy przetwornik bipolarny A/C;
- czestotliwosé probkowania sygnatu rowna 16386 kHz,
- 16386 liczby probek sygnatu,
- liczba powtdrzen eksperymentu N = 10 000.
Po wprowadzeniu do wirtualnego korelatora obliczonych para-
metréw, dokonano pomiaru wartosci wzglednego obciazenia
okreslonego na podstawie zalezno$ci:
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— 42 2

RY(0,N)— A" A a”

A, ’ 2 312
5 7 = A2/2 s (21)

gdzie E;’ (0, NV) jest Srednia arytmetyczng z N wynikéw estymacji

wartosci funkcji autokorelacji.

4. Uzyskane wyniki oraz ich ocena

Na rys. 1 przedstawiono wyniki analiz matematycznych (16),
(17) oraz badan symulacyjnych (21) dla przetwornika
6-bitowego. Parametry sygnatéw i parametry przetwarzania a-c
dobrano wg zaleznosci przedstawionych w rozdziale 3. Wzgledne
obcigzenie estymatora funkcji autokorelacji w zerze dla sumy
sygnatu harmonicznego i dithera o rozktadzie réwnomiernym,
po uwzglednieniu poprawki Sheppard’a, dla & (0,5) wynosi
-1,35-107°, natomiast dla 5(1) wynosi 8,73-10° (rys. 1).

508,19
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Rys. 1. Wzgledne obciazenie 8(4,/ ) estymatora funkcji autokorelacji sygnatu
harmonicznego z ditherem o rozkltadzie rownomiernym w funkeji 4,/q,
przetwornik 6-bitowy. Wyniki uzyskane z: ‘0’ — wirtualnego korelatora,
‘x” —Mathcad’a

Fig. 1. Relative bias 8 (4,/ q) of the autocorrelation function estimator of the
harmonic signal with uniformly distributed dither as a function of 4,/q,
6-bit converter. Values obtained from: ‘o’ — virtual correlator;

‘x” — Mathcad
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Rys.2. ‘o’ — Wzgledne obciazenie estymatora 6 (4, / ) oraz ‘** — wzgledna
niepewnos¢ standardowa typu A &(4,/ q) funkcji autokorelacji sygnatu
harmonicznego z ditherem o rozkltadzie rownomiernym w funkeji 4,/q,
uzyskane z wirtualnego korelatora, przetwornik 6-bitowy

Fig.2. ‘o’ —Relative bias of the autocorrelation function estimator 5(4,/ ¢q) and
“*” — relative A-type standard uncertainty of the autocorrelation function
estimator &£ (4,/ ) of the harmonic signal with uniformly distributed dither
as a function of 4, /g, obtained from virtual correlator, 6-bit converter

Zgodnie z przewidywaniem, wzrost wartosci 4, / g powoduje
wzrost wzglednej niepewnosci standardowej typu A (22), przy
niewielkiej zmianie wartosci obcigzenia.

Var¥Y

¢= —y (22)

Optymalne jest wigc przyjecie A,/ g = 0,5, dla ktorej wartosé (22)
jest najmniejsza.

47

W tabeli 1 przedstawiono wartosci wzglgdnego obciazenia (16),
(17) obliczonego w programie Mathcad dla 4, / ¢ = 0,5,
B-bitowych przetwornikdw oraz réznych poziomoéw sygnatu
ditherowego. Na podstawie uzyskanych wynikdw mozna stwier-
dzié, ze kwantowanie z sygnatem ditherowym o rozktadzie roéw-
nomiernym znaczaco wplywa na zmniejszenie wartosci wzgled-
nego obciazenia & (4, / q) (pordwnaj kol. 2 i 3). Podczas prze-
prowadzania eksperymentu warto$¢ amplitudy dithera dobrano
zgodnie z (18). Jednak ze wzgledu na ksztalt funkcji & (44 / q)
zmiana poziomu sygnatu ditherowego juz o 1% moze znacznie
wplywaé na wartos¢ obcigzenia (rys. 1, tab. 1).

Tab. 1. Wzgledne obciazenie & (4,/ q) obliczone dla réznych wartosci 4,
Tab. 1. Relative bias & (4,/ q) calculated for different values of 4,

B 5(A4a/q)
A=0 Ay Ag+1%A, Ay—1%A,
3 -1,07-10" 1,72-10° 2,01-10° 1,42-10°
6 -3,92.10° 7,1-10° 1,9210° -5,26-10°
8 -4,81-10" 2,15-107 1,72:10° -1,32-10°
12 -7,46:10° 2,09-107"° 2,36:10® -2,37-10°
16 -1,17-107 2,04-10°" 3,66-107"° -3,73-10"°

5. Podsumowanie

Konwersja a-c z sygnaltem ditherowym i z usrednianiem jest
obecnie jednym ze sposobow ograniczania niepewnosci wyniku
pomiaru. Dodanie sygnatu ditherowego do sygnatu przetwarzanego
przed jego skwantowaniem zmienia wlasciwosci operacji kwanto-
wania, a takze stwarza mozliwos¢ ich kontroli i formowania.

Pomimo, ze sygnal ditherowy majacy funkcje charakterystyczng
o rozkladzie rownomiernym, nie spelnia warunku odtwarzalnosci
dla kwantowania wg Widrowa, to dodanie go do przetwarzanego
sygnatu harmonicznego moze obnizy¢ wartos¢ wzglednego obcia-
zenia. Analityczne modele btedow estymacji okreslanej cyfrowo
funkcji autokorelacji sa dos¢ ztozone. Dodatkowo w literaturze nie
jest znana posta¢ analityczna wzglednego obciazenia estymatora
funkcji autokorelacji. W tej sytuacji zastosowano opracowany
przez autora wirtualny korelator [6], dzieki ktéremu dobrano
optymalng warto$¢ stosunku amplitudy dithera do kroku kwanto-
wania przetwornika ze wzgledu na kryterium, wyznaczonej symu-
lacyjnie, wzglednej niepewnosci standardowej typu A. Zaprezen-
towane w artykule rezultaty analiz matematycznych sa zbiezne
z wynikami badan symulacyjnych (rys. 1).

6. Literatura

1

—

Lal-Jadziak J.: Ksztaltowanie doktadnosci w pomiarach korelacyj-
nych, Seria Monografie, nr 101, Wyd. Politechniki Zielonogoérskiej,
Zielona Gora 2001.

[2] Mariano J. L. Ramos H. G.: Validity of Widrow’s model for sinusoidal

signals, Measurement 39, 2005.

Lal-Jadziak J.: Wplyw kwantowania na doktadnos¢ estymacji wartosci

sredniokwadratowej, Pomiary Automatyka Kontrola nr 7/8 2002.

Widrow B., Kollar 1., Liu M.-C..: Statistical theory of quantization,

IEEE Trans. Instrum. Meas., 1996, vol. 45. no. 2, s. 353-361.

Domanska A.: Optymalizacja parametréw konwersji a-c z sygnatem

ditherowym i u$rednianiem wedtug kryterium wariancji btedu kwan-

towania, Pomiary Automatyka Kontrola nr 7/8 2006.

Kawecka E.: Zastosowanie modelu wirtualnego korelatora do oceny

niepewnosci cyfrowych estymatorow funkcji korelacyjnych, Pomiary

Automatyka Kontrola nr 6 2006.

[7] Domarnska A.: Konwersja a-c z ograniczeniem zmian widma sygnatu
po-miarowego, V Szkota-Konferencja Metrologia Wspomagana
Komputerowo, 21-24 maj 2001, Rynia k/Warszawy.

[8] Jaworski J.: Matematyczne podstawy metrologii, WNT, 1979.

[9] Kollar L.: Bias of mean value and mean square value measurements

based on quantized data, IEEE Trans. Instrum. Meas., 1994, vol. 43.

no. 5, s. 733-739.

3

—

[4

[}

[5

—

[6

—_

Artykul recenzowany



