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Streszczenie

Obserwujemy gwattowny rozwdj elektroniki i wszechobecna miniaturyzacje,
objawiajaca si¢ coraz wigksza iloscia urzadzen realizujacych coraz bardziej
skomplikowane zadania. Ten rozwdj pociaga za soba koniecznos¢ opraco-
wywania nowych, bardziej efektywnych metod panowania nad takim ogro-
mem zaleznosci. Ztozonos¢ probleméw wystepujacych w czasie automa-
tycznego przygotowania uktadéw cyfrowych powoduje, ze w praktyce
stosowane sa algorytmy heurystyczne, dajace wyniki przyblizone i nie
zawsze w najkrotszym mozliwym czasie. Pogon za nowymi rozwiazaniami
doprowadzita do pomyshu wykorzystania graféw doskonatych, ktore przez
swoje wlasnosci pozwalaja zmniejszy¢ wymagania czasowe a zatem i wy-
magana moc obliczeniowa, dajac w zamian wyniki optymalne. Zanim mozna
bedzie operowac na grafach doskonatych nalezy sprawdzi¢ czy dany graf jest
grafem doskonatym. Najnowsze prace wskazuja, ze grafy doskonate mozna
rozpoznawa¢ (posrdd innych metod) z uzyciem algorytméw wyszukiwania
dziur nieparzystych. Jednoczesnie obserwuje si¢, ze znaczaca wigkszos¢ grafow
opisujacych rzeczywiste uktady zawiera si¢ w podklasach graféw doskonatych.
W roku 1960, Claude Berge wysunat tez¢ moéwiaca ze graf jest doskonaty
wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera ani dziur nieparzystych ani anty-dziur
nieparzystych. Teza jest znana jako Strong Perfect Graph Conjecture. (Chvatal
i Sbihi zaproponowali nazwe grafu Bergea) wg propozycji dziura natomiast,
jest bezcigciwowym cyklem, o dlugosci przynajmniej cztery, za$ anty-dziura
jest dopetnieniem takiego cyklu. Dziury i anty-dziury sa natomiast parzyste
i nieparzyste zgodnie z parzystoécia ich liczby wierzchotkow. Nieparzysta
dziura jak i nieparzysta anty-dziura nie sg doskonale, bowiem ich liczby
klikowe wynosza odpowiednio 2 oraz 2k+1 natomiast liczby chromatyczne
maja odpowiednio 3 oraz k+1, co jednoznacznie uniemozliwia im by¢
grafem doskonatym (liczba chromatyczna grafu doskonatego G, jest rowna
liczbie kliki grafu, dla kazdego indukowanego podgrafu grafu G).

Slowa Kkluczowe: grafy doskonate, algorytmy rozpoznawania grafow
doskonatych, teoria graféw, automatyczna synteza sterownikow.

Recognizing odd-hole free graphs for testing
perfect graphs for automatic synthesis of
digital circuits

Abstract

This paper should to point out potential strenght of prerfect graph
algorithms — especially algorithms with use of odd-hole-free graph - for
automated synthesis of digital circuits. Typically known problems are
NP-complete, but using perfect graphs, complexity is decreasing to
polynomial. Studies in this matter show that plenty of dependencies
describing real-life sequential circuits can be described using perfect
graphs. There shown simplified methods to recognize perfect graphs,
placed basic knowledge about the subject and shown simplified analysis of
digital controller described in SFC. In this analysis some methods for
recognizing perfect graphs was used.

Keywords: prefect graphs, odd-hole free graphs, prefect graphs recognizing
algorithms, graph theory, automatic synthesis of digital controllers.

1. Wstep

Opierajac si¢ na wlasnosciach grafow doskonatych, mozna po-
stawi¢ tezg, ze jesli uktad opisany zostat za pomoca grafow do-

skonatych to kazdy z elementéw uktadu (kazdy z podgrafow) tez
jest opisany grafem doskonatym. Daje to mozliwo$¢ dekompozy-
cji systemu i weryfikacje poszczegdlnych modutdow. Dalej prowa-
dzi to do stwierdzenia, ze poprawnie zaprojektowany uktad, repre-
zentowany przez graf niebedacy doskonatym, potencjalnie zawie-
ra btedy lub nie zostal zaprojektowany w nalezyty sposob. Nie jest
mozliwe w chwili obecnej stwierdzi¢ czy uklady zawsze sg opi-
sywane grafami doskonatymi, jednak zdecydowana wigkszo$¢
nalezy do podklas graféw doskonatych [6].

Niniejszy artykut ma na celu rozwinigcie tematyki wskazanej
w [12] oraz potencjatu i uzytecznosci algorytméw do rozpozna-
wania grafow doskonatych. Zagadnienia wystgpujace w procesach
automatycznej syntezy daja si¢ rozwiaza¢ w czasie wielomiano-
wym, gdzie dla graféw w ogdlnosci problem ztozonosci nalezy do
klasy probleméw NP-zupelnych.

Zastosowanie algorytméw rozpoznajacych grafy doskonate na
podstawie wyszukiwania dziur jest tez posrednio metodg okresle-
nia przynaleznosci graféow do podklasy grafow doskonatych, co
jest nie bez znaczenia przy zastosowaniu posredniego modelu
formalnego opartego o grafy doskonate. Jesli graf jest grafem
doskonatym, catkowicie pozbawionym dziur, to z definicji musi
naleze¢ do klasy graféow trojkatnych, bedacych jedna z podklas
uzyteczng podczas proceséw automatycznej syntezy uktadow. Jest
tez wstgpem do rozpoznania grafow interwatowych przydatnych
w procesach harmonogramowania. Istnieje mozliwo$¢ rozpozna-
nia przynaleznos$ci grafu do graféw doskonatych poprzez wyszu-
kiwanie dziur nieparzystych, co powodowatoby dalsze uproszcze-
nie ztozono$ci obliczeniowej algorytmow.

Zastosowanie graféw doskonatych jako posredni model formal-
ny jest o tyle uzyteczne, ze znaczaca wigkszos¢ zaleznosci, opisu-
jacych rzeczywiste uktady sekwencyjne, daje w wyniku grafy
nalezace do podklasy grafow doskonatych [6], co pozwala przy-
puszczaé, ze sprawdzajac powstajace grafy opisujace uktad bedzie
mozna zweryfikowac jego poprawnos¢, jak rowniez jego czgsci.
Artykut jest kontynuacjq rozwazan zawartych w [11].

2. Dziury, Antydziury i Grafy Doskonate

Algorytmy rozpoznawania graféw doskonatych opieraja sig¢
o metod¢ poszukiwania nieparzystych dziur (ang. odd-hole)
w grafach prostych skonczonych [5]. Dowiedziono, ze graf jest
grafem doskonatym wtedy i tylko wtedy, gdy jest grafem Berge’a.
Natomiast graf Berge’a mozna rozpozna¢, gdy ani graf ani jego
dopelnienie nie zawieraja nieparzystych dziur. Nieparzysta dziura
nigdy nie bedzie grafem doskonatym. Jesli wiec graf zawiera
nieparzysta dziurg to w mysl definicji istnieje mozliwo$¢ wyindu-
kowania podgrafu niebedacego grafem doskonatym, przez co graf
nie moze by¢ doskonaty.

Dziura, (ang. graph hole) to alternatywna nazwa dla bezcigciwo-
wego cyklu o dtugosci przynajmniej 4, dla uproszczenia nazywane-
go dziura (Chvatal). Dziury sa nazywane parzystymi, jesli maja
parzystg liczb¢ wierzchotkdw oraz nieparzyste, jesli liczba wierz-
chotkéw jest nieparzysta. Dopetnienie dziury jest nazywane anty-
dziura (ang. graph antihole). Zadna nieparzysta dziura nie jest
grafem doskonatym, (bowiem liczba kliki jest rowna 2 a liczba
chromatyczna 3), jednoczesnie anty-dziura tez nie nalezy do grafow
doskonatych (liczba kliki anty-dziury z 2k+] wierzchotkami jest
réowna k a jej liczba chromatyczna wynosi k+1).

Jednoczesnie brak dziur w grafie powoduje, ze graf jest albo
prosty albo zawiera podgraf 2-gwiezdny (ang. 2-star) lub dwu-
dzielny, (ang. 2-join). To stwierdzenie jest podtozem wyjscia do
algorytméw rozpoznawania, czy graf przynalezy do rodziny gra-
fow doskonatych, poprzez roztozenie grafu G na m podgraféw
i stwierdzenie czy kazdy z G, gdzie i=1,2,...,m - prostszy podgraf
jest grafem bez nieparzystych dziur. Nalezy wspomnie¢, ze wy-
szukanie 2-gwiazdy jest problemem, ktéry mozna rozwiazaé
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w czasie wielomianowym. Rozpoznanie 2-gwiazdy opartej
o wierzchotki u i v, w czasie wielomianowym polega na spraw-
dzeniu czy zostang rozlaczone niesgsiadujace wierzchotki x iy,
przez usunigcie wszystkich sasiadéw u i v z wyjatkiem x i y. Na-
tomiast wielomianowy algorytm wyszukiwania podgrafu
2-dzielnego mozna znalez¢ w [1, 17].

Autorzy [5] podaja metode rozpoznawania graféw doskonatych
z uzyciem dekompozycji 2-gwiazd oraz dekompozycji 2-dzielnej
oraz algorytmy tworzenia graféw spetniajacych inne kryteria na
potrzeby tych algorytméow.

Rys. 1. Graf G (a) oraz jego dopelnienie (b) zawierajace nieparzysta ,,dziurg”
Fig. 1. Graph G (a) and complement (b) containing ,,odd-hole”

Przyktadem grafu zawierajacego nieparzysta ,,dziur¢” moze by¢
graf G (rys. 1). Mozna w nim wyr6znié dziurg, na ktora sktada si¢
cykl bez cigciw V3,V Vs, Vs, V7, V). Jednoczesnie mozna zauwazyd,
ze w dopehieniu grafu tez mozna wyrdzni¢ tego rodzaju kon-
strukcje zawierajaca te same wierzchotki. Dla dopetnienia zauwa-
zamy cykl V, Vs, V5V, VsV, rdwniez bedacy nieparzysta dziura.
Jak wida¢ - opierajac si¢ na definicji graféw Berge’a, ten graf nie
jest grafem Berg’a, a co za tym idzie nie jest grafem doskonatym.

W ostatnich latach zaprezentowane byly dwa algorytmy rozpo-
znawania grafow doskonatych o ztozonosci wielomianowej
,,Recognizing Berge Graphs” [16] - algorytm o ztozonosci rzedu
O(n’) oraz ,A Polynomial Algorithm for Recognizing Perfect
Graphs” [5] - algorytm o zlozonosci rzedu O(n’®), jednak jak
widaé problem nadal pozostaje ztozono$¢ obliczeniowa algoryt-
mow. Problem powstaje przez koniecznosé¢ wykorzystania ,,czysz-
czenia” grafu [16].

wejscie: graf spojny nieskierowany G
wyjscie: tak/nie w zaleznosci czy graf zawiera dziury.
1. Inicjowanie i wyzerowanie tablic not_in_hole[ ] i in_path[ ]
wylicz macierz sasiedztwa A/ | grafu G;
2. dla kazdego wierzchotka u grafu G wykonaj
2.1in_pathfu] € 1;
2.2 dla kazdej krawedzi vw grafu G wykonaj jesli v jest sasiadem v
I nie jest sasiadem w i not_in_hole[(u; v);w] = 0 to wtedyin_path[v] € I;
process(u, v, w); in_pathfv] € 0;
2.3 in_path[u] € 0;
3. Wypisz graf G nie zawiera dziury.

process(a; b; ¢)
1. inpath[c] € 1;
2. dla kazdego wierzchotka d sasiadujacego z ¢ w grafie G wykonaj
2.1 jesli d nie jest sasiadem a ani b w grafie G to wtedy
{fabcd jest P4 grafu G}
2.2 jesli in_path[d] = I to wtedy wypisz graf G posiada dziurg; STOP.
w przeciwnym razie jesli not_in_hole[(b; ¢); d] = 0 to wtedy
process(b; ¢; d);
3. in_path[c] € 0;
4. not in hole[(a; b); c] € 1;
not in hole[(c; b); a] € I,

Rys. 2. Algorytm wyszukiwania dziur w grafie; [13]
Fig. 2. Hole finding algorithm for general graphs; [13]

Michele Conforti, Gérard Cornuéjols, i Kristina Vuskovi¢ udo-
wodnili, ze kazdy graf Berge’a bez kwadratow (dziur o dlugosci
4) przynalezy do dwoéch podstawowych klas: graféow dwudziel-
nych oraz liniowych graféw dwudzielnych. Inaczej moéwiac, po-
siadaja jedna z dwoch btednych struktur ,,star-cutset” lub ,,2-join”.
Skoro gratfy dwudzielne i liniowe grafy dwudzielne sa doskonate
oraz to, ze najmniejszy niedoskonaty graf Berge’a nie zawiera
zadnej z tych struktur, to oznacza, ze kazdy z grafow Berge’a
niezawierajacy kwadratow jest doskonaty.

Do przyblizenia zagadnienia wyszukiwania dziur mozna postu-
zy¢ sig powyzszym algorytmem [13]. Nie jest to algorytm dosko-
naly, jednak pozwala zrozumie¢ proces poszukiwan.

Zastosowanie powyzszego algorytmu pozwala znalez¢ odpo-
wiedz, czy w grafie znajduja si¢ dziury, co jak powiedziano wcze-
$niej daje odpowiedz czy graf moze przynaleze¢ do klasy graféw
trojkatnych.

wejscie: graf spojny nieskierowany G
wyjScie: tak/nie w zaleznosci czy graf zawiera dziury.
1. Inicjowanie i zerowanie tablic visited P3[ ] oraz in_path| J;
wylicz macierz sasiedztwa grafu G;
2. dla kazdego wierzchotka grafu G wykonaj
2.1 in_path[u] < 1;
2.2 dla kazdej krawedzi vw grafu G wykonaj jesli u nie sasiaduje z v
ani w i visited _P3[(v,w), u] = 0 wtedy
in_path[v] « I; process(v, u,w); in path[v] < 0;
2.3 in_pathfu] < 0;
3. Wypisz: G nie posiada anty-dziur.

process(a, b, ¢)
1. inpath[c] «— 1;
2. visited P3[(a, c), b] < I;
visited_P3[(c, a), b] < 1;
3. dla kazdego wierzchotka d sasiadujacego z b w grafie G wykonaj
3.1 jesli d jest sasiadem a i nie jest sasiadem ¢ w grafie G wtedy
{abcd jest a P4 of G}
3.2 jesli in_path[d] = I wtedy
Wypisz: G posiada anty-dziure; stop;
else
jesli visited _P3[(b, d), c] = 0 wtedy process(b, c, d);
4. inpathf[c] < 0;

Rys. 3. Algorytm wyszukiwania anty-dziur w grafie; [13]
Fig. 3. Anti-Hole finding algorithm for general graphs; [13]

3. Grafy Doskonate w procesach syntezy

Omawiajac zastosowanie grafow doskonatych w procesach syn-
tezy nalezy przedstawi¢ reprezentacje uktadu stosujac grafy do-
skonate jako posredni, wewngtrzny, model formalny. Realizacja
modelu z uzyciem graféw doskonalych pozwala opisac np. $ciezki
przeptywu danych i sterowania czy opisa¢ uktady opisane Siecia-
mi Petriego. Jednoczesnie pozwalaja na uzywanie algorytmow
realizujacych np. procesy kolorowania, pokrycia klikami, dekom-
pozycje a nawet kompozycje uktadéw (prace trwaja). Zaleta tych
algorytméw jest ich nizsza ztozonos¢ obliczeniowa (rzedu wielo-
mianowego), gdzie w ogdlnym przypadku sa to problemy si¢gaja-
ce problemdéw o wyktadniczej i wyzszej ztozonosci. W praktyce
stosowane sa algorytmy heurystyczne, dajace tylko przyblizenie
wynikow idealnych. Jest to kompromis miedzy szybkoscig dziata-
nia oprogramowania a wielkos$cia (czy jakoscia) uktadu. Stosujac
grafy doskonale mozna osiagnaé¢ wyniki idealne w czasie krot-
szym. Istnieje jednak koniecznos$¢ rozpoznania czy uktad opisany
jest grafami doskonatymi co przektada si¢ na informacje uzytecz-
ne w kolejnych etapach opracowania specyfikacji wejSciowe;j,
przyczyniajac si¢ do kolejnego zmniejszenia zlozonosci calego
procesu. Z braku dowodu nie mozna jednoznacznie stwierdzi¢, ze
wszystkie uktady daje si¢ zapisaé z uzyciem grafow doskonatych,
dlatego opisywana metoda musi stanowi¢ jedynie $ciezke ktdra
bedzie uzywana w momencie, kiedy ukltad daje si¢ opisa¢ grafem
doskonatym. W pozostatych przypadkach beda uzywane metody
klasyczne. Jednak prace praktyczne np. [6] pokazuja ze znaczaca
wigkszos$¢ uktadow z zycia wzigtych jest opisana grafami dosko-
natymi. Mozna postawi¢ teze, ze poprawnie zaprojektowany uktad
bedzie opisany grafami doskonatymi, co moze by¢ to wskazowka
a moze nawet konkretna metoda weryfikacji projektu.

Oprocz rozpoznania grafow doskonatych wazne jest jeszcze
zbadanie ich przynaleznosci do konkretnych podklas graféw
doskonatych bedacych typami grafow, ktore powstaja w procesie
analizy czy syntezy. Czgsto produkt koncowy (graf) zalezy od
sposobu wykonywania koniecznych przeksztatcen. Przyktadem
moze by¢ graf reprezentujacy obraz przeptywu sterowania i da-
nych opisany za pomocg grafu porownywalnosci, ktéry po opera-
cjach domknigcia tranzytywnego i symetrycznego stanie si¢ gra-
fem tréjkatnym. Oda typy graféow naleza do podklas graféw do-
skonatych. Odwracajac proces dekompozycji powstaje zagadnie-
nie zbudowania systemu, ktory bedzie potrafit przechowaé dane
o wczesniej badanych uktadach i traktowac je jako elementy
biblioteczne, ktorych uzycie (laczenie) bedzie zachowywalo wia-
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Sciwo$¢ doskonatosci. Warto zwroci¢ uwage, ze indukowane
podgrafy grafu doskonalego sg doskonate czyli czesci sktadowe
uktadu tez beda miaty reprezentacje przedstawiong grafem dosko-
naltym.

Przeglad literatury wskazuje, ze cho¢ grafy doskonale i ich spe-
cyficzne wlasciwosci sa znane to jednak brakuje ich szerokiego
zastosowania. Brak opracowan wplywa na pomijanie tej czgsci
teorii grafow, mimo ze fakt ich istnienia jest wymieniany w ksiaz-
kach zwigzanych z synteza uktadéw logicznych. Zauwazalne sa
korelacje grafow doskonatych z np. hipergrafami.

Na potrzeby zapelienia braku realizacji systemu opartego
o grafy doskonate stworzono bibliotek¢ procedur, stuzaca do
operowania na grafach doskonatych i grafach w ogdlnosci, ktora
moze by¢ podstawa budowy systemu automatycznej syntezy i/lub
optymalizacji opartej o posredni model formalny realizowany na
grafach doskonatych i uzywajacy algorytméw o zmniejszonej
ztozonosci obliczeniowe;j.

4. Zastosowanie (przyktad)

Przedstawione w innych pracach algorytmy i metody, w pota-
czeniu z metodami opisanymi w innych pracach pozwalaja na
przeprowadzenie uproszczonej przyktadowej analizy. Niech dany
jest opis uktadu w postaci grafu SFC. Za przyktad niech postuzy
sie¢ pochodzaca z zatacznika standardu IEC 1131-3 [14]. Orygi-
nalny sposob interpretacji uktadowej sterownika rekonfigurowal-
nego przedstawiono w pracach M. Adamskiego. Ponizej przed-
stawiono opis sterowania mieszalnikiem juz w postaci makrosieci
Petriego.

Rys. 4. Makrosie¢ Petriego odpowiadajaca modelowi SFC [14]
Fig. 4. Petrie macro-net eqivalent to SFC model from [14]

Rys. 5. Graf zgodnosci - modelu z rys. 4
Fig. 5. Compatibility graph of the model from fig. 4

Analiza dyskretna przestrzeni stanéw lokalnych automatu
wspotbieznego, modelujacego program sterownika logicznego,
generuje grafy, ktore podczas analizy okazaly si¢ by¢ grafami
doskonatymi. Po wyznaczeniu relacji wspdtbieznosci miedzy
miejscami makrosieci, np. analizujac graf znakowan makrosieci,
uzyskano graf zgodnosci (wspotbieznosci) migdzy miejscami. Na
podstawie analizy stwierdzono, ze graf ten jest
- ztozony z trzech sktadowych spoéjnosci,

- kazda z nich odpowiada sktadowej automatowe;j,
- sktadowe sg grafami doskonatymi,
- przynalezy do podklasy grafow trojkatnych”,
- przynalezy do podklasy grafow poréwnywalnosci.
* (w tym przypadku)

W zwigzku z tym jego kolorowanie daje si¢ wykona¢ w czasie
wielomianowym. W rezultacie kolorowania otrzyma si¢ trzy
sktadowe podsieci automatowe:

I: {MP], MP35 MPS’ MP7} = {Pls P59 p6’ P7’ P9’ Pl()a plls PIZ’ P13}
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II: {MP;, MP¢} = {Py, P3, Py, P14, Pys}
HI: {MP,} = {Pg, P14}

5. Whnioski

Wspolczesne metody projektowania uktadéw bardzo szeroko
stosuja formalne modele posrednie, do wewnetrznej i zewngtrznej
reprezentacji struktur uktadéw logicznych. Powszechnie stosowa-
ne s3 rozwiazania na bazie graféw czy sieci Petriego. Analiza
wigkszej liczby sieci Petriego, opisujacej rzeczywiste uklady
sterowania podsuwa przypuszczenie, ze relacja uporzadkowania
przestrzeni stanow lokalnych takiej sieci jest opisana grafem
doskonatym. Whniosek ten potwierdza posrednio [6], w ktorej
przeprowadzono znaczng liczbe testéw na grafach opisujacych
rzeczywiste uktady cyfrowe. Wyniki prac eksperymentalnych
w tej dziedzinie wskazuja, ze znaczaca wigkszo$¢ rzeczywistych
uktadow cyfrowych opisanych grafami nalezacymi do klasy gra-
féw doskonatych daje si¢ wiasciwie pokolorowaé w prosty sposob
w czasie wielomianowym. Brak jest prostych algorytmu rozpo-
znawania graféw doskonatych metoda wyszukiwania nieparzys-
tych dziur a istniejace metody sprowadzaja problem do dekompo-
zycji grafu na mniejsze czgéci gdzie dokonywane sg sprawdzenia
wlasnosci, ktore sa wykonywalne w czasie wielomianowym.

Algorytmy rozpoznawania graféw trojkatnych, pordwnywalnosci
i interwatowych zostaty zrealizowane praktycznie w formie biblio-
teki procedur z wykorzystaniem jezyka C. Jednoczesnie trwaja
prace nad implementacja algorytméw wielomianowych rozpozna-
wania graféw przez wyszukiwanie dziur nieparzystych [5, 16].
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