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Streszczenie

W artykule przedstawiono implementacj¢ operacji obliczania eksponenty
o podwojnej precyzji obliczen w uktadach FPGA. Zaproponowano metode
tablicowo — aproksymacyjna, dla ktorej wykorzystano 3 niezalezne tablice
512x64-bity do obliczenia 27 najstarszych bitdow mantysy oraz aproksy-
macje wielomianowa ex~1+x dla pozostatych bitow mantysy. Wyniki
implementacji pokazuja ze proponowany modul zajmuje okolo 7.5%
uktadu Virtex-4 LX200.

Slowa kluczowe: obliczanie funkcji elementarnych, przyspieszanie obli-
czefi, uktady programowalne.

FPGA Implementation of Exponent Function
for Double Precision IEEE-754 Standard

Abstract

This paper presents FPGA implementation of exponent operation in
double precision format. A mixture of Look-Up Table (LUT) and
approximation methods was employed. Twenty seven most significant bits
of input mantissa are calculated employing 3 independent LUTs, the rest
input bits are calculated by approximation: ex~1+x. Implementation
results in roughly 7.5% occupation of Virtex-4 LX-200.

Keywords: elementary functions computations, computing acceleration,
programmable devices.

1. Wstep

Numeryczna analiza skomplikowanych modeli fizycznych oraz
chemicznych realizowana np. w pakiecie Gaussian wymaga duzej
mocy obliczeniowej. Na szczegdlna uwage zastuguje tutaj opera-
cja eksponenty, ktdra jest powszechnie wykonywana natomiast nie
jest bezposrednio wspierana przez procesory ogdlnego przezna-
czania. W tym miejscu nalezy podkresli¢, ze wykonanie pojedyn-
czej operacji eksponenty wymaga w takich systemach wiele tak-
tow zegara systemowego. Dlatego kluczowym celem, jaki posta-
wili sobie autorzy niniejszej pracy bylo wyrazne przyspieszenie
realizacji operacji eksponenty dzieki dedykowanej a przez to

wydajnej architekturze sprzgtowej realizowanej w uktadach pro-
gramowalnych FPGA.

Modutl sprzgtowy oparty na uktadzie FPGA bedzie $cisle
wspolpracowal z czgscig programowa wigkszego systemu obli-
czeniowego. Metoda realizacji obliczen w prezentowanym syste-
mie opiera si¢ na plynnej wymianie danych pomiedzy czgscig
programowa oraz sprzgtowa, jest to rozwiazanie typowe w dzie-
dzinie HPC.

Rekonfugurowalne uktady FPGA, odpowiednio zaprogramo-
wane umozliwiaja wykonywanie wybranych operacji duzo szyb-
ciej i wydajniej niz procesory ogoélnego przeznaczenia. Dotyczy to
szczego6lnie operacji statoprzecinkowych o ograniczonej precyzji
wykonywanych na duzej liczbie danych, np. podczas filtracji
obrazu [1]. Niestety wykonywanie operacji zmiennoprzecinko-
wych o podwojnej precyzji wymaga znacznych zasobow uktadu
FPGA i dlatego do niedawna uktady FPGA nie byly wykorzysty-
wane do wspomagania obliczen numerycznych pelnej precyzji.
Rozwazano natomiast wykonywanie operacji zmiennoprzecinko-
wych o mniejszej precyzji. Niestety kryterium odgrywajacym
ogromng role we wspodtczesnych systemach HPC jest doktadnosé
obliczen i duza precyzja danych tworzacych modele obliczeniowe.
Kierujac si¢ wyzej wspomnianymi potrzebami w ramach pracy
zaprojektowano modut obliczeniowy realizujacy operacje exp()
w standardzie IEEE-754 o podwdjnej precyzji.

2. Funkcja eksponenty

Techniki obliczania elementarnych funkcji mogg zosta¢ zakwa-
lifikowane do dwoch grup: iteracyjne oraz nieiteracyjne. Do im-
plementacji zostala wybrana metoda nieiteracyjna, ktéra moze by¢
realizowana nastgpujacymi sposobami:

- metody tablicowe - Look-Up Table (LUT),
- metody aproksymacyjne,
- metody mieszane (tablicowo-aproksymacyjne).

Metody tablicowe sa najprostsze koncepcyjnie i zarazem wyni-
ki ich implementacji skutkujg bardzo szybka praca uktadu wyni-
kowego. Zasadnicza wada tego rozwiazania jest jednak spora ilo$¢
zasobow zajmowanych przez tablice LUT przechowujace warto$ci
funkcji, ktéra wzrasta wyktadniczo wraz z precyzja danej wej-
sciowej. W konsekwencji wielko$¢ pamigci staje si¢ niedopusz-
czalna w przypadku danej wejsciowej szerszej niz okoto 16-bitow.

Istnieje sporo implementacji metod tablicowych obliczania
funkcji exp(), lecz projekt zrealizowany w Ames Laboratory [2]
zwraca szczegOlnag uwage ze wzgledu na zblizony profil prac
badawczych oraz stosowang 64-bitowa precyzje obliczen. We
wspomnianej pracy zostaly wykorzystane bardzo dobrze znane
zaleznosci:

ex — Zx*longz (1)

oraz
ex]+x2= ex] 'exZ. (2)
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Zastosowanie podstawy liczby 2 zamiast e zdecydowanie
upraszcza obliczenie warto$ci 2° dla x, catkowitych, poniewaz
warto$¢ x, bezposrednio przektada si¢ na warto$¢ eksponenty
wyniku. W konsekwencji wartos¢ x jest dzielona na cz¢$¢ catko-
wita x, i utamkowa x,. Czes$¢ catkowita x, jest zapisywana bezpo-
$rednio do eksponenty wyniku. Czg$¢ utamkowa x, jest natomiast
wykorzystywana dalej do obliczenia mantysy wyniku. Schemat
wewnetrzny logiki [2] zostal przedstawiony na rys. 1. Mozna
zaobserwowac¢ jak duza czg$¢ zajmowanych zasobdéw stanowig
uktady mnozace zmiennoprzecinkowe.

loge

X Mult Shift
64

A,
64x2 P T T A A
64 bit Mult Mult Mult Mult Mult Mult
64 64 64 64 64 64 | 32
Tablica
Wartosci l i i l l
Exp(x) Mult Mult
64 64
Mult
64
Rys. 1. Tablicowa implementacja modutu obliczania funkcji exp()
Fig. 1.  Table-based method implementation of exp() function

Powyzsze rozwiazanie wymaga implementacji 64 mnozarek
zmiennoprzecinkowych. Mnozenia te sa realizowane w architektu-
rze szeSciostopniowego drzewa binarnego. W zaleznosci od spo-
sobu realizacji uktadow mnozacych, uklad osiaga teoretyczne
opdznienie potokowe (latency) rzedu 57-162 taktéw zegara. Po-
wyzsza implementacja absorbuje prawie wszystkie zasoby jedne-
go z wiekszych uktadéw: Virtex-II Pro (55,616 slice’dw).

Powszechnie stosowanymi metodami sg rdwniez aproksymacje
wielomianowe [3]. Rozwigzania te wykazuja znaczace zalety
w poréwnaniu ze wspomnianymi powyzej implementacjami tabli-
cowymi [4], naleza do nich relatywnie niewielka zajetos$¢ zasobow
oraz spora szybkos¢ pracy przy wtasciwie dobranej funkcji aprok-
symujacej. Rozwazania te jednak dotyczyly obliczen pojedynczej
precyzji. Zastosowanie tych metod dla liczb o wigkszej precyzji
(wigkszej szeroko$ci argumentu realizowanej funkcji) narzuca
jednak konieczno$¢ stosowania wielomianéw wyzszego stopnia,
co z kolej zwigzane jest z wigksza liczba mnozen. W tym miejscu
nalezy podkresli¢, ze wraz z wzrastajaca precyzjg obliczen rzad
wielomianu gwattownie wzrasta, wzrasta roéwniez szeroko$¢ ukta-
déw mnozacych, co pociaga za soba gwattowny wzrost zajmowa-
nych zasobow.

Alternatywnym podejsciem dla aproksymacji wielomianowej
funkcji jest podzielenie obszaru aproksymowanego na mniejsze
przedziaty [5] i stosowanie w ich ramach wielomianow nizszego
stopnia (rys. 2).

Rys. 2. Rdzne sposoby realizacji aproksymacji wielomianowej
Fig.2. Different approaches to polynomial approximation
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Wazrastajaca liczba przedziatbw powoduje, ze zmniejsza si¢
rzad stosowanego wielomianu (zmniejsza si¢ rowniez ilos¢ ukta-
dow mnozacych) kosztem wzrostu wielko$ci pojedynczej pamigci.

Zauwazy¢, wigc mozna, ze dla wigkszych precyzji danych wej-
Sciowych (np. 64 bit) metoda aproksymacji wielomianowe;j traci
swoje podstawowe zalety. Rozwigzanie tablicowe jest réwniez
obarczone istotnymi mankamentami w postaci bardzo duzej zaje-
tosci zasobdw, co zostato uwypuklone na przyktadzie pierwszej
realizacji przedstawionej na rys. 2.

Whioski ptynace z powyzszych obserwacji w naturalny sposob
sktaniaja do zastosowania metody alternatywnej, taczacej zalety
dwoch wymienionych rozwiazan. Sa to rozwigzania mieszane
tablicowo-aproksymacyjne. W przesztosci zrealizowano wiele
implementacji metod mieszanych obliczania funkcji elementar-
nych [6]. Dotyczyty one jednak w znakomitej wigkszos$ci operacji
na danych zmiennoprzecinkowych, co najwyzej 32-bitowej precy-
zji [7]. Jako ze metody mieszane obliczania funkcji elementarnych
w standardzie liczb zmiennoprzecinkowych zostaly najpierw
zaimplementowane dla procesorow ogoélnego przeznaczenia [8],
pierwsze rozwiazania sprzgtowe bardzo wyrazie czerpig z algo-
rytméw softwarowych. Takie podejscie nie wykorzystuje poten-
cjatu sprzgtowego $rodowiska, tkwiacego w rownolegtosci pracy
i wiekszych dostgpnych zasobach logicznych. Dlatego obserwuje
si¢ obecnie prace majace na celu stworzenie szybkiej implementa-
cji metody mieszanej obliczania funkcji exp() [9] oraz innych
funkcji elementarnych. Jest to uzasadnione ogromnym potencja-
tem nowoczesnych uktadow programowalnych FPGA.

3. Proponowany modut

Analizujac architekturg z rys. 1 mozna ja w prosty sposob ulep-
szy¢ poprzez zastosowanie wigkszej pamigci LUT. Na przyktad
zamiast stosowania pamieci LUT o szeroko$ci magistrali adreso-
wej 1 mozna zastosowaé pamigé¢ LUT o szerokosci 4 (powszech-
nie stosowane w ukladach FPGA) dzigki temu liczba uktadow
mnozacych zmniejszy si¢ z 63 do 15. Zwigkszenie wielkosci
pamigci LUT nie powoduje praktycznie zadnych negatywnych
konsekwencji. Oczywiste jest, ze dalsze zwigkszanie wielkosci
pamigci LUT powoduje zmniejszenie liczby wykonywanych
operacji mnozenia kosztem jednak wigkszej pamieci LUT, ktdrej
zasoby zaczynaja réwniez gwattownie wzrastaé. Analiza zajmo-
wanych zasobdw przez pamigé LUT oraz uktadow mnozacych
doprowadzita do wniosku, ze najlepszym rozwiazaniem bedzie
uzycie duzych pamigci blokowych Block RAM (BRAM) znajdu-
jacych si¢ w uktadach FPGA.

Na uwage zastuguje podejscie do liczb ujemnych argumentu
wejsciowego. W formacie znak-modut (standard dla mantysy
liczby zmiennoprzecinkowej), znak przenosi si¢ na wszystkie
pamigci LUT, co powoduje zwigkszenie szerokosci magistrali
adresowej o jeden bit. Dlatego lepszym rozwigzaniem, zastosowa-
nym w naszym rozwiazaniu jest konwersja do liczby w formacie
uzupelien do dwdch dzigki czemu, gdzie znak liczby ogranicza
si¢ tylko do najstarszego bitu [10]. Dzigki temu znak liczby jest
uwzgledniany tylko dla czgsci catkowitej danej wejsciowe;.

Dodatkowe oszczednosci mozna osiagnaé poprzez —zastapienie
operacji mnozenia zmiennoprzecinkowego mnozeniem ze stalym
przecinkiem. Jest to mozliwe ze wzgledu na fakt, ze wydzielona
cze$¢ catkowita danej wejsciowej jest rozpatrywana osobno. Ponad-
to dane wejéciowe o wadze mniejszej niz okoto 2% maja znikomy
wplyw na wynik koncowy i moga by¢ pominigte podczas obliczen.

Proponowany modut obliczeniowy sktada si¢ z nastgpujacych
elementow (schemat blokowy przedstawiony zostat na rys. 4):

- logiki sprawdzania stanéw wyjatkowych (inf, NaN) oraz kon-
wersji danych wejsciowych do wewnetrznego statoprzecinko-
wego standardu zapisu liczb,

- logiki separujacej czes$¢ catkowita od utamkowej liczby, tacznie
z migracja znaku do czesci catkowej

- tablic LUT przechowujacych czastkowe wartosci exp(x),

- logiki normalizacji wyniku do standardu IEEE-754.
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Rys. 3. Architektura proponowanego modutu obliczania funkeji exp()
Fig. 3.  Architecture of the described module

4. Wyniki implementacji

Wyniki zamieszczone w tab. 1 nie uwzgledniaja mechanizmu
potokowosci, ktory bedzie zaimplementowany w koncowej wersji
modutu sprzgtowego, gdy zakonczony zostanie etap badan nad
numerycznymi aspektami architektury modulu (oczekiwana do-
ktadnos¢ obliczen, wielkosci tablic LUT, rzad wielomianu aprok-
symujacego, wielkos¢ zajmowanych zasobow).

Tab. 1. Wyniki implementacji modutu exp() bez mechanizmu potokowosci oraz
procentowa zajgtos¢ ukladu Xilinx Virtex-4 LX200

Tab.1. Implementation results of the exp() module on Xilinx Virtex-4 LX200,
pipeline mechanism has not been implemented

. . # przerzutni- # 18-Kb #
Rodzaj #4-wej LUT Kow BRAM DSP48
Bez logiki 13375 105 6 0
DSP48 (7.5%) (0.06%) (1.8%)
Z logika 1293 105 6 71
DSP48 (0.73%) (0.06%) (1.8%) (74%)

W naszych badaniach korzystamy z komputera o duzej mocy
obliczeniowej Altix 4700 firmy SGI. Przedstawiony projekt zosta-
nie docelowo zaimplementowany na karcie SGI RASC RC100
Blade jako element wigkszego systemu obliczeniowego. SGI
RASC RC100 Blade zostal wyposazony w dwa uklady typu
Xilinx Virtex-4 LX200, dlatego zamieszono ponizej wyniki im-
plementacji dotycza wlasnie tego uktadu FPGA.

Wykorzystanie blokéw DSP48 wiaze si¢ z uzyciem wbudowa-
nych mnozarek 18x18 bedacych ich integralna czescia. Takie
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podejscie zmniejsza wyraznie liczb¢ zaangazowanych pamigci
LUT, co zostato przedstawione w powyzej tabeli. Jednakze liczba
wbudowanych modutéw mnozacych jest stosunkowo niewielka
i tylko jeden modut exp() moze by¢ zaimplementowany z uzyciem
tych uktadéw. Dlatego w przypadku uzycia wigkszej liczby modu-
Iow exp() konieczne jest uzycie logiki ogdlnego przeznaczenia
(pamigci LUT) w ramach uktadu mnozacego.

5. Podsumowanie

W artykule przedstawiono architekture sprzetowego modutu
obliczania funkcji exp() o podwdjnej precyzji. Nalezy podkreslic,
ze wigkszo$¢ implementacji funkcji exp ograniczala si¢ do poje-
dynczej precyzji. Zwigkszenie precyzji obliczen wymagato nie
tylko zwigkszenia doktadnosci poszczegdlnych operacji sktado-
wych, ale réwniez rozwazenia réznych algorytméw implementa-
cji. Wybrano algorytm mieszany: 27-bitéw najstarszych mantysy
wejsciowej jest obliczana za pomocg metody tablicowej. Nato-
miast mniej znaczace bity sg obliczane za pomoca rozwinigcia
w szereg Taylora. Poniewaz dana wejSciowa jest bardzo mata
(mniejsza niz 2°%7) szereg jest bardzo szybko zbiezny, wymaga
tylko pierwszego rozwinigcia e'= I + x.

Wyniki implementacji pokazuja, Ze zasoby wspodtczesnych
uktadow FPGA sa wystarczajace do wykonywania operacji
eksponenty o podwojnej precyzji obliczen, co wigcej mozliwe jest
umieszczenie w jednym uktadzie FPGA wiegcej niz 10 tego typu
modutdéw obliczeniowych.

Praca finansowana ze $rodkoéw budzetowych na nauke.
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