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Streszczenie 

Z zasad arytmetyki rozszerze "  niesko " czonych wywiedziono definicj !  uzupeł-

nieniowej reprezentacji liczb i reguły działa "  arytmetycznych w systemie uzu-

pełnieniowym. Pokazano zwi # zek arytmetyki komputerowej z arytmetyk #  sys-

temów uzupełnieniowych. Wskazano cechy dwójkowego systemu uzupełnie-

niowego u $ yteczne w konstrukcji algorytmów arytmetycznych. Na gruncie 
standardu zmiennoprzecinkowego IEEE 754 przeprowadzono dyskusj !  proble-

mów arytmetyki zmiennoprzecinkowej. Opisano architektur !  szybkich układów 

arytmetycznych. Omówiono zasady arytmetyki resztowej i koncepcj !  systemu 

resztowego RNS. Przywołuj # c podstawowe twierdzenia wykorzystywane 

w arytmetyce resztowej, podano wnioski wynikaj # ce z własno % ci reprezentacji 

resztowych, u $ yteczne w systemie RNS. 

Abstract 

From the concept of arithmetic of infinite extensions the definition of radix-

complement representation and the rules of arithmetic operations in radix-

complement system are derived. The relation between computer arithmetic and 

the arithmetic of radix-complement system is proved. The features of 2’s com-

plement system useful in design of arithmetic algorithms are described. On the 

base of the standard IEEE 754 basic problems of floating-point arithmetic are 

discussed. The architecture of fast arithmetic circuits is presented. The concept 
of residue arithmetic and residue number system, RNS is presented. The basic 

theorems applicable in residue arithmetic are recalled and some practical con-

clusions concerning operations in RNS are given.  

Słowa kluczowe: arytmetyka uzupełnieniowa, szybki sumator, arytmetyka 

zmiennoprzecinkowa, system resztowy, arytmetyka resztowa 

Keywords: radix-complement arithmetic, fast adder, floating-point arithmetic, 

residue number system, residue arithmetic 

1. System uzupełnieniowy 

Wynalazek zera umo & liwił systematyczn '  notacj (  dowolnych 

liczb naturalnych w postaci uporz ' dkowanego ci ' gu znaków zwa-

nych cyframi. Ka & dej pozycji zi w ci ' gu jest jednoznacznie przy-

pisany mno & nik, zwany wag ' , który jest naturaln '  pot ( g '  stałej 

naturalnej, zwanej podstaw '  (radix). Warto )*+  liczby naturalnej

o reprezentacji {… z4 z3 z2 z1 z0} mo & e by +  obliczona jako: 
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W systemach standardowych warto )*+  cyfry musi liczb '  natural-

n '  mniejsz '  od podstawy: zi ∈{0,1,…β−1}. Poniewa &  warto ) ci '
pozycji, na której wyst ( puje cyfra 0 jest zero, wi ( c dla oszcz ( dno-

) ci zapisu pomija si (  zwykle lewostronne wiod ' ce zera i stosuje 

zapis skrócony: zamiast (0) z4 z3 z2 z1 z0 , gdzie (0)=…0…00 

oznacza ci ' g zer o dowolnej długo ) ci, piszemy z4 z3 z2 z1 z0.  

Systematyczno )*+  zapisu umo & liwia jego rozszerzenie na dowol-

ne liczby dodatnie przez dopuszczenie ujemnych pot ( g podstawy 

i u & ycie przecinka pozycyjnego (ang. radix point), umieszczanego 

bezpo ) rednio za pozycj '  o wadze 1=β 0. Stosownie do tej konwen-

cji warto ) ci '  liczby o reprezentacji {… z3 z2 z1 z0 z-1 z-2 …} jest 
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W arytmetyce rozszerze ,  niesko , czonych pełn '  reprezentacj '
pozycyjn '  liczby jest (pozycja przecinka musi by +  oznaczona): 

{(0) … z3 z2 z1 z0 z-1 z-2 z-3 …} – dla liczb niewymiernych, 

{(0) … z3 z2 z1 z0 …(z-i z-i-1 z-i-p)} – dla liczb okresowych, 

{(0) … z3 z2 z1 z0  z-1 z-2… z-m (0)} – dla liczb sko , czonych. 

Tak jak w przypadku liczb naturalnych, wiod ' ce lewostronne 

zera s '  pomijane w zapisie liczby. Ka & d '  liczb (  sko , czon '  mo & na 

te &  przedstawi +  jako iloczyn liczby naturalnej i skali β − m. 

W praktyce posługujemy si (  zwykle reprezentacjami sko , czo-

nymi – dokładno )*+  takiej reprezentacji jest równa wadze pozycji 

najmniej znacz ' cej ulp=β − m. Przy zało & eniu jednakowej 

dokładno ) ci wszystkich liczb systemu, analiz (  działa,
arytmetycznych mo & na wtedy ograniczy +  do liczb całkowitych, 

pami ( taj ' c jednak o odpowiednim przeskalowaniu wyniku. 

Oprócz systematyczno ) ci, istotn '  zalet '  reprezentacji pozycyj-

nych jest prostota działa ,  arytmetycznych, zwłaszcza dodawania 

i odejmowania, które na ka & dej pozycji i opisuje równo )*+
iiiii sccyx +=±± +1β

-
, (3)

gdzie xi, yi, si ∈ {0,1,…,β–1} oraz ci, ci+1 ∈ {0,1}. 

W systemie zapisu pozycyjnego reprezentacj (  liczby naturalnej 

wi ( kszej lub mniejszej o 1 od liczby danej mo & na wytworzy +  wy-

konuj ' c dodawanie lub odejmowanie jedno ) ci od liczby danej. 

Rozszerzaj ' c t (  zasad (  na liczby mniejsze od zera stwierdzimy, & e 

odj ( cie 1 od zera zgodnie z (3) da jako wynik niesko , czony ci ' g 

cyfr {β−1 ... β−1 ... β−1 β−1}, reprezentuj ' cy liczb (  ujemn '  –1. 

Konsekwentnie, ci ' g {β−1 ... β−1 ... β−1 β−2} jest reprezentacj '
liczby –2 itd. Zgodnie z tak '  reguł ' , reprezentacj '  liczby przeciw-

nej do danej jest wynik jej pozycyjnego odejmowania od zera.  

Reprezentacj '  liczby przeciwnej do {(0) zk–1 … z2 z1 z0} jest 

wi ( c liczba {(β−1) vk–1 … v2 v1 v0} taka, & e 

 {(0) zk–1 … z2 z1 z0}+{(β−1) vk–1 … v2 v1 v0}={(0)} (4)

Taki system reprezentacji liczb nazywa si (  systemem uzupeł-

nieniowym (ang. radix-complement). Obowi ' zuj '  w nim reguły 

dodawania i odejmowania takie, jak w systemach naturalnych (3).  

Powstaje pytanie, czy warto )*+  liczby {(β−1) vk–1 … v2 v1 v0} 

mo & na obliczy +  według zale & no ) ci takiej jak (1). Zauwa & my, & e 

liczb (  t (  mo & na przedstawi +  jako sum (  liczb {(0) vk–1 … v2 v1 v0} 

i {(β−1) 0k–1 … 00} o warto ) ci − β k. Gdyby dopu ) ci +  u & ycie cyfry 

o warto ) ci –1, to liczb (  {(β−1) vk–1 … v2 v1 v0} mo & na by zapisa +
alternatywnie jako {(0) [–1] vk–1 … v2 v1 v0} o warto ) ci: 
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Arytmetyka komputerów, z powodu ogranicze,  sprz ( towych 

musi by +  arytmetyk '  ograniczonego zakresu, gdzie wszystkie 

liczby całkowite s '  reprezentowane przez ci ' gi cyfr o sko , czonej 

długo ) ci k. Konieczne jest te &  ustalenie, które ci ' gi reprezentuj '
liczby dodatnie, a które liczby ujemne. Konsekwencj '  naturalnego 

zało & enia o symetrii zakresu liczb dodatnich i ujemnych jest przy-

j ( cie konwencji powi ' zania znaku liczby z warto ) ci '  cyfry wiod ' -

cej: reprezentacje liczb dodatnich rozpoczynaj '  si (  od cyfr o małej 

warto ) ci (0,1,…), a reprezentacje liczb ujemnych od cyfr o du & ej 

warto ) ci (β−1,β−2,…). W systemach o podstawie nieparzystej 

przyj ( cie tej konwencji prowadzi do znacznej asymetrii zakresu, 

z drugiej strony wymuszenie symetrii reprezentacji poci ' ga za so-

b '  znaczny wzrost zło & ono ) ci działa, .  

Z tego powodu praktyczne znaczenie maj '  tylko systemy o pod-

stawie parzystej, gdzie cyframi rozszerzenia niesko , czonego s '
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a sko  czonej reprezentacji liczby całkowitej {zk–1 … z2 z1 z0} od-

powiada reprezentacja niesko  czona {(ze) zk–1 … z2 z1 z0}. War-

to !"#  tej liczby mo $ na obliczy #  jako: 
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gdzie |ze|=–1 gdy ze=β –1 albo 0 w przeciwnym razie (ze=0). 

W arytmetyce ograniczonego zakresu suma lub ró $ nica jest 

tworzona w takim rozmiarze jak rozmiary argumentów i niezb % d-

ne jest sprawdzenie, czy wynik nie wykracza poza dozwolony za-

kres. Poniewa $  wynik w rozszerzonym zakresie jest zawsze po-

prawny, wi % c najprostszy sposób weryfikacji to sprawdzenie czy 

warto !"#  wytworzona zgodnie z (3) na pozycji rozszerzenia sk jest 

warto ! ci &  cyfry rozszerzenia dla pozycji najwy $ szej sk–1. 

Równo !"#  warto ! ci liczb o reprezentacji {(β−1) vk–1 … v2 v1 v0} 

oraz {(0) [–1] vk–1 … v2 v1 v0} pozwala łatwo adaptowa #  algo-

rytmy mno $ enia i dzielenia liczb dodatnich do działa   na repre-

zentacjach uzupełnieniowych.  

W mno $ eniu na wszystkich pozycjach, na których nast % puje 

akumulacja skalowanych iloczynów cz % ! ciowych musz &  by #  u $ yte 

cyfry rozszerzenia. Je ! li mno $ nik jest ujemny, to dodatkowym ilo-

czynem jest uzupełnienie mno $ nej (ci & g (β−1) ma warto !"#  –1). 

Warunkiem poprawno ! ci procedury dzielenia jest takie skalo-

wanie dzielnej wzgl % dem dzielnika, aby pierwsza reszta była bez-

wzgl % dnie mniejsza od dzielnika. Zapewnia to istnienie rozwi & za-

nia parametrycznego równania dzielenia: 

||||  , 11 DrDqrr iiii <−= ++ β , (8)

gdzie D jest warto ! ci &  dzielnika, ri warto ! ci &  reszty, a qi warto ! ci &
cyfry ilorazu odpowiadaj & cej reszcie ri. 

Poniewa $  kolejne cyfry ilorazu, oprócz pierwszej, maj &  zawsze 

warto ! ci dodatnie, wi % c znak ka $ dej reszty musi taki jak znak 

dzielnika. Je ! li wi % c znak dzielnej jest ró $ ny od znaku dzielnika, 

w pierwszym kroku nale $ y wykona #  dodawanie dzielnika do tak 

przeskalowanej dzielnej, aby uzyska #  reszt %  o znaku przeciwnym 

do dzielnika. Warto ! ci &  pierwszej cyfry ilorazu jest w takim przy-

padku –1 reprezentowane przez ci & g cyfr rozszerzenia (β−1).  

2. Dwójkowy system uzupełnieniowy U2 

W dwójkowym systemie uzupełnieniowym (2’s complement)

najwy$ sza cyfra argumentu jest jednocze ! nie cyfr &  rozszerzenia. 

Dzi % ki temu mo $ liwe jest znaczne uproszczenie algorytmów pod-

stawowych działa   arytmetycznych.  

Wykrycie przekroczenia zakresu mo $ na wykona #  przez spraw-

dzenie zgodno ! ci przeniesie  : z pozycji najwy$ szej ck i na t %  po-

zycj % ck–1. Je ! li te przeniesienia s &  jednakowe, to wytworzone 

zgodnie z (3) warto ! ci bitów sumy na pozycji najwy$ szej sk–1 i na 

pozycji rozszerzenia sk s &  identyczne.  

Mno $ enie w systemie U2 mo $ na upro ! ci #  zauwa $ aj & c, $ e po-

niewa $ ze=zk–1 oraz |ze|=–zk–1, wi % c warto !"#  ka $ dej liczby w tym 

systemie o reprezentacji {zk–1 … z2 z1 z0} mo $ na przedstawi #  ja-

ko liczby dodatniej Z* o postaci {1–zk–1 … z2 z1 z0} i stałej 2k–1: 
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Poniewa $  kolejne iloczyny cz % ! ciowe s &  liczbami w systemie 

U2, wi % c zamiast ich zwykłej akumulacji, opisanej wy$ ej, mo $ na 

wykona #  akumulacj %  liczb dodatnich ( rozszerzeniach zerowych), 

a uzyskany wynik skorygowa #  przez dodanie stałej –2k+m–1+2m–1, 

gdzie k jest liczb &  bitów mno $ nika, a m – liczb &  bitów mno $ nej. 

Je ! li bowiem 2iAi jest i-tym przeskalowanym iloczynem cz % ! cio-

wym (zale $ nie od warto ! ci cyfry zi mno $ nika Ai jest równe mno $ -

nej A, jej uzupełnieniu –A, lub zeru), to cały iloczyn jest równy 
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Mo $ liwe jest te $  uproszczenie dzielenia. Poniewa $  cyfr &  ilorazu 

mo $ e by #  tylko 0 lub 1, wi % c zamiast sprawdza #  warunek (8) 

mo $ na, zale $ nie od zgodno ! ci znaku bie $ & cej reszty ze znakiem 

dzielnika, dodawa #  lub odejmowa #  dzielnik od przeskalowanej 

reszty bie $ & cej. Je ! li w wyniku odejmowania 2ri –D otrzymamy 

reszt %  o znaku przeciwnym do dzielnika, to mo $ liwa jest korekcja 

tej reszty po skalowaniu przez dodanie dzielnika, bo 

DrDDr ii −⋅=+−⋅ 22)2(2 . (11)

Je ! li znaki reszty i dzielnika s &  zgodne, wykonuje si %  odejmo-

wanie dzielnika. Takie dzielenie nazywa si %  nieodtwarzaj & cym. 

3. Arytmetyka zmiennoprzecinkowa 

Wygodn &  form &  zapisu bardzo du $ ych i bardzo małych liczb 

jest tzw. notacja naukowa lub in $ ynierska, polegaj & ca na zapisie 

warto ! ci liczby w postaci ±M*β
E, przy tym wykładnik E jest licz-

b &  całkowit & . Aby wykluczy #  ró $ ne reprezentacje tej samej warto-

! ci, konieczne jest ograniczenie dozwolonych warto ! ci mno $ nika 

kolejnymi pot % gami podstawy β: β p
≤M<β p+1.

W arytmetyce komputerowej konieczne s &  dodatkowe ustalenia 

dotycz & ce sposobu kodowania mno $ nika M i wykładnika E. Po-

niewa $  liczba pozycji przeznaczonych na zapis tych warto ! ci jest 

ograniczona, wi % c konsekwencj &  jest ograniczenie zakresu liczb 

(warto ! ci wykładnika) i dokładno ! ci ich zapisu. W efekcie takie 

liczby s &  reprezentowane z pewn &  dokładno ! ci &  wzgl % dn & , któr &
wyznacza waga najmniej znacz & cej cyfry mno $ nika. Format taki 

nazywa si %  zmiennoprzecinkowym (ang. floating point). 

Aby umo $ liwi #  przeno ! no !"#  danych kodowanych w formacie 

zmiennoprzecinkowym, niezb % dna jest standaryzacja reprezentacji 

liczb. Zgodnie ze standardem IEEE 754 wykładnik jest k-bitow &
liczb &  całkowit &  a mno $ nik liczb &  z przedziału [1,2). Znak liczby 

jest kodowany osobno. Zdefiniowanych jest kilka formatów zapi-

su warto ! ci, które ró $ ni &  si %  rozmiarem wykładnika i mno $ nika.  

Poniewa $  ka $ d &  liczb %  z przedziału [1,2) mo $ na przedstawi #  ja-

ko 1+ f, wi % c w kodzie liczby zapisane s &  tylko bity ułamka f. Kod 

wykładnika zawieraj & cy same jedynki wskazuje obiekty specjalne, 

takie jak niesko  czono ! ci czy te $  nie-liczby (NaN), czyli wyniki 

działa , które nie s &  liczbami rzeczywistymi. Kod wykładnika za-

wieraj & cy same zera oznacza liczb %  zdenormalizowan & , czyli tak & , 

w której mno $ nik jest liczb &  z przedziału [0,1). Aby umo $ liwi #
standardowy zapis odwrotno ! ci ka $ dej liczby znormalizowanej 

zakres warto ! ci wykładnika musi mie #  asymetri %  dodatni & . Skut-

kiem tego wykładnik jest zapisany w tzw. kodzie spolaryzowanym 

z przesuni % ciem 2k–1 –1 (kod naturalny liczby uzyskanej przez 

powi % kszenie jej oryginalnej warto ! ci o przesuni % cie), a nie w ko-

dzie U2. Kody te s &  jednak silnie powi & zane, bowiem 
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Wykładnik o reprezentacji {zk–1 zk–2…z2 z1 z0} w kodzie spola-

ryzowanym +(2k–1 –1) ma wi % c warto !"#  przeciwn &  do liczby o re-

prezentacji {zk–1 (1–zk–2)…(1–z2) (1–z1) (1–z0)} w kodzie U2. 

Wynika st & d mo $ liwo !"#  zast & pienia dodawania i odejmowania 

w kodzie spolaryzowanym działaniami w kodzie U2, zgodnie 

z oczywist &  równo ! ci & : 

X±Y = –[ (–X )± (–Y )] .  (13)

A zatem, nale $ y przekodowa #  ka $ dy argument na kod U2 przez 

zanegowanie wszystkich jego bitów oprócz najwy$ szego, wyko-

na #  działanie w kodzie U2 (wraz ze sprawdzeniem poprawno ! ci) 

i przekodowa #  wynik zgodnie z t &  sam &  reguł & , co argumenty. 

Opisana własno !"#  kodu spolaryzowanego +(2k–1 –1) umo $ liwia 

łatw &  konwersj %  kodu wykładnika przy zmianie jego rozmiaru k. 

Poniewa $  lewostronnym rozszerzeniem kodu U2 jest powielenie 

najwy$ szego bitu, wi % c rozszerzeniem kodu spolaryzowanego 

+(2k–1 –1) na k+ bitów jest {zk–1 (1–zk–1)…(1–zk–1) zk–2…z2 z1 z0}. 

Wynik działania na liczbach w formacie zmiennoprzecinkowym 

musi mie #  dokładno !"#  tak &  jak argumenty. Problem utrzymania 

dokładno ! ci powstaje w dzieleniu, bo iloraz mno $ ników 

2)1/()1(/2 1121
1 <++=<− ffMM  (14)
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mo  e by !  mniejszy od 1 i wtedy konieczna jest normalizacja, któ-

ra polega na przesuni " ciu bitów ilorazu w lewo.  

Aby podczas normalizacji nie utraci !  dokładno # ci konieczny 

jest dodatkowy bit, zwany bitem chroni $ cym G (ang. guard). Po-

niewa   wynik dzielenia jest niemal zawsze przybli  ony, do po-

prawnego zaokr $ glenia potrzebny jest kolejny bit R (ang. round). 

Aby unikn $ !  kumulacji bł " dów, gdy R=1, a na pozycjach wyniku 

o wagach ni  szych ni   bit R wytworzone s $  bity 0…0, stosowane 

jest zaokr $ glanie symetryczne (do najbli  szej parzystej) – w gór "
lub w dół, zale  nie od warto # ci bitu wyniku na pozycji G. Infor-

macj "  o tym czy na pozycjach nast " puj $ cych po bicie R s $  same 

zera zawiera bit wska
 
nikowy S (ang. sticky). 

Dodatkowe bity G, R i S, wytwarzane w procedurze dzielenia, 

zapewniaj $  poprawne zaokr $ glenie ka  dego ilorazu. Aby zapew-

ni !  jednakowy rozmiar wszystkich argumentów działa % , argumen-

ty zewn " trzne, traktowane s $  jako warto # ci dokładne, wi " c doł $ -

czane do nich bity G, R i S s $  zerowane. 

Problem utrzymania dokładno # ci nie wyst " puje w mno  eniu, 

gdzie iloczyn mno  ników ma dwa razy tyle bitów co argumenty. 

Mo  na wtedy łatwo wytworzy !  dodatkowe bity G, R, S i w razie 

potrzeby wykona !  zaokr $ glenie iloczynu.  

Problem utrzymania dokładno # ci nie wyst " puje w dodawaniu 

liczb tego samego znaku lub odejmowaniu liczb o znakach prze-

ciwnych. W takich przypadkach znak wyniku jest znany, za #  do-

dawanie warto # ci bezwzgl " dnych (E1 ≥E2)

12121 2)2(22
)(

2121
EEEEE MMMM −−+=+  (15)

zachowuje dokładno #&! , bo wszystkie bity zdenormalizowanego 

składnika s $  dokładne. 

Bity G, R, S nie wystarczaj $  do wytworzenia poprawnego wy-

niku, je # li wykonywane jest odejmowanie liczb zgodnego znaku 

lub dodawanie liczb przeciwnych znaków. Mamy wtedy, przy za-

ło  eniu porz $ dkowym,  e E1 ≥E2:  

12121 2)2(22
)(

2121
EEEEE MMMM −−−=− . (16)

Je # li M1 –M2 2
–a <½ (a=E1 –E2), to nast $ pi tzw. katastroficzna 

utrata dokładno # ci – nie mo  na okre # li !  warto # ci najni  szego i by !
mo  e kilku kolejnych wy szych bitów ułamka. Jedynym wyj $ t-

kiem jest sytuacja, gdy bity S obu argumentów s $  zerami. Jest to 

bardzo mało prawdopodobne, gdy jeden z argumentów jest wyni-

kiem wcze # niejszego działania. Skutecznym rozwi $ zaniem pro-

blemu jest tylko zmiana algorytmu obliczeniowego [3]. 

Przekroczenie zakresu liczb zmiennoprzecinkowych daje ró  ne 

skutki, zale  nie od tego, czy wytworzony wynik jest zbyt mały, 

czy zbyt du  y. Wynik zbyt mały jest zapisywany jako liczba zde-

normalizowana i mo  e by !  sygnalizowany jako niedomiar zmien-

noprzecinkowy. Nast " puje wtedy tak  e utrata dokładno # ci. Wynik 

zbyt du  y, sygnalizowany jako nadmiar zmiennoprzecinkowy, 

mo  e by !  w niektórych sytuacjach zapisany jako niesko % czono #&! . 

Takie rozwi $ zanie nie jest wła # ciwe, je # li jest to po # redni wynik 

oblicze% . Prost $  technik $  obsługi takiej sytuacji jest zanegowanie 

najwy szego bitu obliczonego wykładnika, czemu odpowiada ska-

lowanie przez 2–(k–2), i stosowna korekta wyniku w kolejnych kro-

kach algorytmu obliczeniowego [3]. 

4. Równoległość w sprzęcie  

Jak wynika z wcze # niejszej dyskusji, w kontek # cie szybko # ci 

wykonywania działa%  kluczow $  spraw $  jest konstrukcja szybkiego 

sumatora kodu U2. Zgodnie z analiz $  przeprowadzon $  w rozdziale 

1, działanie takiego sumatora opisuje równanie arytmetyczne (3), 

któremu odpowiada para równa%  logicznych: 
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Rekurencyjna zale  no #&!  przeniesie %  staje si "  ewidentna po zde-

finiowaniu pomocniczych funkcji: półsumy hi =xi ⊕yi, wytwarza-

nia przeniesienia gi =xi ∧yi i propagacji przeniesienia pi =xi ∨yi. 

Mamy wtedy: 

iiiiiii

iii
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⊕=
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,
(18)

Poniewa   elementarne funkcje gi , pi , hi  s $  wytwarzane jedno-

cze # nie na wszystkich pozycjach dodawania, wi " c szybko #&!  ich 

wyznaczenia ma znikomy wpływ na czas dodawania. Kluczow $
spraw $  jest szybko #&!  wytworzenia wszystkich przeniesie % .  

Z postaci równania przeniesienia (17) wynika,  e przeniesienie 

wyj # ciowe ci+1 mo  e by !  równe 1, je # li spełniony jest warunek 

wymuszenia gi =1 lub przeniesienie wej # ciowe ci =1 i spełniony 

jest warunek propagacji pi =1. Spostrze  enie to mo  na rozci $ gn $ !
na spójny blok kolejnych pozycji dodawania 

iriiriiri cPGc ∧∨= ++++ ::1 (19)

przy czym Gi:i =gi , Pi:i =pi  a blokowe funkcje G i P s $  powi $ zane 

zale  no # ciami rekurencyjnymi 
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Równoległe wytworzenie wszystkich funkcji G0:i  oraz P0:i  jest 

mo  liwe w strukturze prefiksowej zawieraj $ cej 2 log2 k poziomów 

logicznych [1][3]. Przykładowy schemat takiej struktury dla suma-

tora 16-bitowego pokazano na rysunku poni  ej. Symbol GPH 

oznacza układ wytwarzaj $ cy elementarne jednobitowe funkcje 

półsumy hi =xi ⊕yi, generowania przeniesienia gi =xi ∧yi i propa-

gacji przeniesienia pi =xi ∨yi. W " zeł zaczerniony oznacza układ 

logiczny realizuj $ cy odpowiednie blokowe funkcje G i P (20). 

15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
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3
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1

0
GPH GPH GPH GPH GPH GPH GPH GPH GPH GPH GPH GPH GPH GPH GPHGPH

Rys. 1. Prefiksowa struktura obliczania przeniesie !  dla sumatora 16-bitowego 

Fig. 1. The structure of parallel-prefix carry-computation of 16-bit adder 

Architektur "  sumatora prefiksowego dla kodu U2 pokazano na 

rys. 2. Poniewa   w zwykłym sumatorze przeniesienie wej # ciowe 

c0 jest równe 0, wi " c wtedy zgodnie z (19) ci =G0:i–1. Z analizy 

przedstawionej w rozdziale 2 wynika wi " c,  e wska
 
nikiem prze-

kroczenia zakresu jest v=G0:n–1 ⊕G0:n–2.  

GPH GPH GPH GPH GPH GPH GPH GPH

s7 s6 s5 s4 s3 s2 s1 s0

x7  y7 x6  y6 x5  y5 x4  y4 x3  y3 x2  y2 x1  y1 x0  y0

PREFIKSOWY 

UKŁAD OBLICZANIA PRZENIESIE"Gn−2:0

Gn−1:0

V

Rys. 2. Architektura sumatora prefiksowego kodu U2 

Fig. 2. Architecture of parallel-prefix adder for 2’s complement code 

Drugim problemem jest szybkie dodawanie wielu argumentów 

niezb # dne na przykład w mno $ eniu. Dla liczb w reprezentacjach 

pozycyjnych mo $ na w tym celu zastosowa %  zasady przemienno & ci 

i ł ' czno & ci dodawania. Je & li reprezentacj '  pozycyjn ' j-tej liczby k-

cyfrowej jest }...{ 0121
jjj

k
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k
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gdzie }{... 01
iii uuU =  reprezentuje sum #  cyfr na pozycji i. 
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Dodawanie n liczb k-pozycyjnych mo  na wi ! c zast " pi #  doda-

waniem k liczb (logβ n+1)-pozycyjnych. Przekształcenie mo  na 

wykona #  w strukturze sumatora równoległego. Jego realizacja 

mo  e by #  etapowa – ka  d "  grup ! β +1 cyfr o tej samej wadze za-

mieniamy na liczb !  dwucyfrow " , uzyskane tak argumenty prze-

kształcamy dalej zgodnie z t "  sam "  reguł " . 

W systemie dwójkowym przekształcenia etapowe s "  realizowa-

ne w strukturze sumatora zachowuj " cego przeniesienia CSA, któ-

rego modułem konstrukcyjnym jest sumator jednopozycyjny opi-

sany funkcjami logicznymi (17). Warto zauwa  y # ,  e czas doda-

wania w strukturze drzewa szybkich sumatorów (PPA) jest dłu  -

szy ni   w strukturze CSA. Jest tak dlatego,  e w strukturze drzewa 

rozmiar argumentów na kolejnych poziomach dodawania wzrasta, 

a w strukturze CSA ko  cowe dodawanie jest zawsze k-pozycyjne.  

5. Arytmetyka resztowa (modularna) 

Reprezentacje resztowe umo  liwiaj "  zast " pienie działa  na ar-

gumentach du  ego zakresu równoległymi działaniami mniejszej 

skali [1]. Arytmetyka resztowa jest te   stosowana w algorytmach 

kryptograficznych [6]. 

W systemie resztowym RNS(m1, m2,…, mn) liczba całkowita X

jest reprezentowana przez wektor reszt z jej dzielenia przez liczby 

naturalne mi: X ={X modm1, X modm2,…, X modmn}. Je $ li liczby 

mi, zwane modułami systemu, s "  wzajemnie wzgl ! dnie pierwsze, 

to taka reprezentacja liczby jest unikatowa (niepowtarzalna) dla 

ka  dej liczby z przedziału A≤ X <A+M, gdzie M=m1⋅m2⋅…⋅mn. 

Zwykle przyjmuje si ! A=0 (liczby naturalne) lub A=–½M (sy-

metryczny przedział liczb całkowitych). Stanowi o tym tzw. chi  -

skie twierdzenie o resztach (CRT) [1][4]. Rozszerzona wersja tego 

twierdzenia podaje algorytm konwersji odwrotnej, czyli obliczenia 

warto $ ci liczby całkowitej X, je $ li znana jest jej reprezentacja resz-

towa {r1, r2,…, rn} w systemie RNS(m1, m2,…, mn).  

Algorytm konwersji odwrotnej oparty jest na spostrze  eniu,  e 

skoro reprezentacje kolejnych M liczb całkowitych z przedziału 

A≤ X <A+M s "  unikatowe, to istniej "  w tym przedziale liczby, 

których reprezentacjami s "  izolowane jedynki, czyli wektory 

{…,0i1, 1i, 0i+1,,…}. Liczby te zwane s "  jedynkami resztowymi. 

Z postaci wektorów reszt wynika,  e jedynka resztowa 1i musi by #
wielokrotno $ ci "  iloczynu wszystkich modułów oprócz modułu m,  

1i =s⋅M⋅(mi)
–1, i tak "  liczb " ,  e reszta z jej dzielenia przez mi jest 

równa 1. Czynnik s jest zatem rozwi " zaniem kongruencji 

.1mod)( 1 =⋅⋅ −
ii mmMs (22)

Zgodnie z terminologi "  algebraiczn " , rozwi " zanie to nazywa si !
odwrotno $ ci "  multyplikatywn "  niepełnego iloczynu modułów 

1)(ˆ −⋅= ii mMm  i oznacza .modˆ 1
ii mm−   

Obliczenie odwrotno $ ci multyplikatywnej mo  na wykona #  za 

pomoc "  odwróconego algorytmu Eulera, który w wersji podsta-

wowej słu  y do obliczenia najwi ! kszego wspólnego podzielnika 

dwóch liczb naturalnych [1][4][6]. 

Poniewa   kongruencje s "  niezmiennicze wobec dodawania [4], 

wi ! c {r1, r2,…, rn}={r1, 0,…, 0}+{0, r2,…, 0}+…+{0, 0,…, rn}. 

Warto $ ci "  liczby reprezentowanej w systemie RNS(m1, m2,…, mn)

przez {r1, r2,…, rn} jest wi ! c 
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Z niezmienniczo $ ci kongruencji wobec dodawania wynika te  
mo  liwo $%#  nast ! puj " cej dekompozycji reprezentacji resztowej: 

{r1, r2,…, riI,…, rn}={(r1–ri)modm1,…, 0,…, (rn–ri)modmn}

 +{ri modm1,…, ri ,…, ri modmn} 
(24)

Pierwsza z tych liczb o warto $ ci Xi ,obliczonej zgodnie z (23) 

jest wielokrotno $ ci "  modułu mi, druga ma warto $%# ri, a zatem 

X=A+mi⋅Xi+ri. (25)

Definiuj " c system resztowy wygodnie jest przyj " # ,  e jeden 

z modułów jest pot ! g "  podstawy systemu liczenia β d. Je $ li jest to 

moduł mi, to reprezentacj "  liczby X w systemie o podstawie β  b ! -

dzie wtedy zło  enie obliczonych zgodnie z (23) cyfr liczby Xi oraz 

d cyfr reprezentacji liczby ri (wraz z wiod " cymi zerami). 

W obliczaniu reprezentacji resztowych liczb danych w systemie 

dwójkowym mo  na wykorzysta #  pewien wniosek wynikaj " cy 

z twierdzenia Eulera [1][4]. Twierdzenie to stanowi,  e je $ li N jest 

liczb "  naturaln " , a liczba naturalna a<N nie ma wspólnych po-

dzielników z N, to: 

,1mod)( =Na Nϕ (26)

gdzie ϕ(N) jest funkcj "  Eulera. Podaje ona liczb !  mniejszych od N

liczb naturalnych wzgl ! dnie pierwszych z N. Je $ li rozkładem licz-

by N na czynniki pierwsze jest N=p i q j r k…, to 

...)1()1()1(...)( 111 −−− −−−= kjikji rqqpprqpϕ (27)

Z twierdzenia tego wynika,  e je $ li N jest liczb "  nieparzyst " , to 

istnieje taka najmniejsza pot ! ga naturalna liczby 2, d=2 –qϕ(N), 

dla której 2d modN=1 lub 2d modN=–1. Liczba d nazywa si !  od-

powiednio okresem lub półokresem pot ! g dwójki wzgl ! dem N.  

Istnienie okresu lub półokresu pozwala oblicza #  reszty mod N

przez dodawanie, bo 2d+smodN=±2s , a wi ! c:  
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gdzie c=0 je $ li d jest okresem, c=1 je $ li d jest półokresem. 

Dodawanie wieloargumentowe wyst ! puj " ce w powy szym 

wzorze mo  na wykona #  w strukturze CSA. Je $ li d > log2 N, to po 

wst ! pnym zredukowaniu argumentu zgodnie z (28) konieczne jest 

jeszcze obliczenie reszty, co w niektórych przypadkach mo  e 

wymaga #  dzielenia. Je $ li d > log2 N, to ewentualn "  korekcj !  wyni-

ku (28) mo  na wykona #  przez odj ! cie warto $ ci N.  

6. Podsumowanie 

W artykule zaprezentowano niektóre wybrane wła $ ciwo $ ci 

arytmetyki realizowanej w układach cyfrowych. Opisano niektóre 

przydatne wła $ ciwo $ ci działa  arytmetycznych umo  liwiaj " ce 

uproszczenie algorytmów obliczeniowych, zwłaszcza tworzonych 

w j ! zykach niskiego poziomu, takich jak asembler. Wskazano te  
niektóre problemy, jakie mog "  powsta #  w procedurach arytme-

tycznych, zwłaszcza w obliczeniach zmiennoprzecinkowych.  

W cz ! $ ci dotycz " cej arytmetyki resztowej podano sposoby 

sprawnego wykonywania działa   typowych dla tej arytmetyki 

oraz wskazówki pozwalaj " ce na uproszczenie oblicze  . 
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