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Streszczenie

Z zasad arytmetyki rozszerzen nieskonczonych wywiedziono definicj¢ uzupet-
nieniowej reprezentacji liczb i reguly dziatan arytmetycznych w systemie uzu-
petnieniowym. Pokazano zwiazek arytmetyki komputerowej z arytmetyka sys-
temow uzupetnieniowych. Wskazano cechy dwodjkowego systemu uzupetnie-
niowego uzyteczne w konstrukcji algorytméw arytmetycznych. Na gruncie
standardu zmiennoprzecinkowego IEEE 754 przeprowadzono dyskusj¢ proble-
mow arytmetyki zmiennoprzecinkowej. Opisano architekturg szybkich uktadow
arytmetycznych. Omoéwiono zasady arytmetyki resztowej i koncepcjg systemu
resztowego RNS. Przywolujac podstawowe twierdzenia wykorzystywane
w arytmetyce resztowej, podano wnioski wynikajace z wlasnosci reprezentacji
resztowych, uzyteczne w systemie RNS.

Abstract

From the concept of arithmetic of infinite extensions the definition of radix-
complement representation and the rules of arithmetic operations in radix-
complement system are derived. The relation between computer arithmetic and
the arithmetic of radix-complement system is proved. The features of 2’s com-
plement system useful in design of arithmetic algorithms are described. On the
base of the standard IEEE 754 basic problems of floating-point arithmetic are
discussed. The architecture of fast arithmetic circuits is presented. The concept
of residue arithmetic and residue number system, RNS is presented. The basic
theorems applicable in residue arithmetic are recalled and some practical con-
clusions concerning operations in RNS are given.

Slowa kluczowe: arytmetyka uzupetnieniowa, szybki sumator, arytmetyka
zmiennoprzecinkowa, system resztowy, arytmetyka resztowa

Keywords: radix-complement arithmetic, fast adder, floating-point arithmetic,
residue number system, residue arithmetic

1. System uzupelnieniowy

Wynalazek zera umozliwit systematyczna notacj¢ dowolnych
liczb naturalnych w postaci uporzadkowanego ciagu znakéw zwa-
nych cyframi. Kazdej pozycji z; w ciagu jest jednoznacznie przy-
pisany mnoznik, zwany waga, ktory jest naturalna potgga statej
naturalnej, zwanej podstawa (radix). Warto$¢ liczby naturalnej
o reprezentacji {... z4 z3 z, z; zo} moze by¢ obliczona jako:

Z:...+z4ﬂ4+z3ﬂ3+zzﬂ2+zlﬂ]+20:Zzlﬂi (D)
i=0

W systemach standardowych wartos¢ cyfry musi liczba natural-
ng mniejsza od podstawy: z;€ {0,1,...-1}. Poniewaz wartoscia
pozycji, na ktérej wystgpuje cyfra 0 jest zero, wigc dla oszczgdno-
$ci zapisu pomija si¢ zwykle lewostronne wiodace zera i stosuje
zapis skrocony: zamiast (0)zy z3 z5 2 zp , gdzie (0)=...0...00
oznacza ciag zer o dowolnej dtugosci, piszemy z4 z3 z; z; 2.

Systematyczno$¢ zapisu umozliwia jego rozszerzenie na dowol-
ne liczby dodatnie przez dopuszczenie ujemnych potgg podstawy
i uzycie przecinka pozycyjnego (ang. radix point), umieszczanego
bezposrednio za pozycja o wadze 1=43". Stosownie do tej konwen-
cji wartoscia liczby o reprezentacji {... z3 z z z9 z.; z ...} jest

Z=.Az, Pz vz +z vz ,p7 = Zzlﬂi . )
i=—co

W arytmetyce rozszerzen nieskoficzonych pelng reprezentacja
pozycyjna liczby jest (pozycja przecinka musi by¢ oznaczona):

{(0) ... z3 25 2y zg 2.1 23 z3 ...} — dla liczb niewymiernych,

{0) ... 23 2, 21 29 ...(2, z.i1 Zip)} — dla liczb okresowych,

{0)...2z3 25 21 zg 2. Z3... 2., (0)} — dla liczb skonczonych.

Tak jak w przypadku liczb naturalnych, wiodace lewostronne
zera s3 pomijane w zapisie liczby. Kazda liczb¢ skonczong mozna
tez przedstawic¢ jako iloczyn liczby naturalnej i skali 5"

W praktyce postugujemy si¢ zwykle reprezentacjami skonczo-
nymi — dokladnos¢ takiej reprezentacji jest rowna wadze pozycji
najmniej znaczacej ulp=f"". Przy zalozeniu jednakowej
doktadnosci  wszystkich liczb  systemu, analiz¢g dziatan
arytmetycznych mozna wtedy ograniczy¢ do liczb catkowitych,
pamigtajac jednak o odpowiednim przeskalowaniu wyniku.

Oprdcz systematycznosci, istotng zaleta reprezentacji pozycyj-
nych jest prostota dziatan arytmetycznych, zwlaszcza dodawania
i odejmowania, ktore na kazdej pozycji i opisuje rownosc¢

Xty te; =Ffen +s;, 3

gdzie x;, y;, s; € {0,1,...,-1} oraz ¢;, ¢i € {0,1}.

W systemie zapisu pozycyjnego reprezentacj¢ liczby naturalnej
wigkszej lub mniejszej o 1 od liczby danej mozna wytworzy¢ wy-
konujac dodawanie lub odejmowanie jednosci od liczby dane;j.
Rozszerzajac t¢ zasad¢ na liczby mniejsze od zera stwierdzimy, 7e
odjecie 1 od zera zgodnie z (3) da jako wynik nieskonczony ciag
cyfr {#1... f-1 .. [-1 -1}, reprezentujacy liczb¢ ujemng —1.
Konsekwentnie, ciag {#-1 ... f~1 ... f~1 -2} jest reprezentacja
liczby -2 itd. Zgodnie z taka regula, reprezentacja liczby przeciw-
nej do danej jest wynik jej pozycyjnego odejmowania od zera.

Reprezentacja liczby przeciwnej do {(0) z,_; ... z5 z; zo} jest
wigc liczba {(f~1) vi_1 ... vy vi v} taka, 7e

{(0) Zj] --» 22 2] Zo}+{w—1) Vil .- V2 V] v0}={(0)} (4)

Taki system reprezentacji liczb nazywa si¢ systemem uzupel-
nieniowym (ang. radix-complement). Obowiazuja w nim reguly
dodawania i odejmowania takie, jak w systemach naturalnych (3).

Powstaje pytanie, czy warto$¢ liczby {(f~1) viy ... vo vi v}
mozna obliczy¢ wedlug zaleznosci takiej jak (1). Zauwazmy, ze
liczb¢ t¢ mozna przedstawic jako sumg liczb {(0) vi_; ... v, v; vo}
i {(B-1) 0 ... 0} 0 wartosci —B*. Gdyby dopuscié uzycie cyfry
o wartosci —1, to liczbg {(f~1) vi1 ... v Vi vy} mo7Zna by zapisa¢
alternatywnie jako {(0) [-1] vj_; ... v» Vi vy} o wartosci:

V=-S+v, B v, v +y,. %)

Arytmetyka komputeréw, z powodu ograniczen sprzg¢towych
musi by¢ arytmetykaq ograniczonego zakresu, gdzie wszystkie
liczby catkowite sa reprezentowane przez ciagi cyfr o skonczone;j
dlugosci k. Konieczne jest tez ustalenie, ktdre ciagi reprezentuja
liczby dodatnie, a ktore liczby ujemne. Konsekwencja naturalnego
zatozenia o symetrii zakresu liczb dodatnich i ujemnych jest przy-
jecie konwencji powiazania znaku liczby z wartoscia cyfry wioda-
cej: reprezentacje liczb dodatnich rozpoczynaja si¢ od cyfr o matej
wartosci (0,1,...), a reprezentacje liczb ujemnych od cyfr o duzej
wartosci (f-1,5-2,...). W systemach o podstawie nieparzystej
przyjecie tej konwencji prowadzi do znacznej asymetrii zakresu,
z drugiej strony wymuszenie symetrii reprezentacji pociaga za so-
ba znaczny wzrost ztozonosci dziatan.

Z tego powodu praktyczne znaczenie maja tylko systemy o pod-
stawie parzystej, gdzie cyframi rozszerzenia nieskonczonego sa

{ 0 gdv 2z,,<p,
z,=

p-1 gdy 2z, ,2p, ©
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a skonczonej reprezentacji liczby catkowitej {z; ;| ...
powiada reprezentacja nieskonczona {(z,) z;i ...
tos¢ tej liczby mozna obliczy¢ jako:

Z=|ze|ﬂk+zk_1ﬂk_1...+22,52+ZI,BI+ZO. @)

gdzie |z,|=—1 gdy z,= -1 albo 0 w przeciwnym razie (z,=0).

W arytmetyce ograniczonego zakresu suma lub rdznica jest
tworzona w takim rozmiarze jak rozmiary argumentéw i niezbed-
ne jest sprawdzenie, czy wynik nie wykracza poza dozwolony za-
kres. Poniewaz wynik w rozszerzonym zakresie jest zawsze po-
prawny, wigc najprostszy sposob weryfikacji to sprawdzenie czy
warto$¢ wytworzona zgodnie z (3) na pozycji rozszerzenia s; jest
wartoscig cyfry rozszerzenia dla pozycji najwyzszej s;_;.

RoOwnos¢ wartosci liczb o reprezentacji {(f~1) vi_y ... vy vi v}
oraz {(0) [-1] viy ... vo v; v} pozwala latwo adaptowac algo-
rytmy mnozenia i dzielenia liczb dodatnich do dziatan na repre-
zentacjach uzupetieniowych.

W mnozeniu na wszystkich pozycjach, na ktdrych nastgpuje
akumulacja skalowanych iloczynow czgsciowych musza by¢ uzyte
cyfry rozszerzenia. Jesli mnoznik jest ujemny, to dodatkowym ilo-
czynem jest uzupetnienie mnoznej (ciag (f~1) ma wartos¢ —1).

Warunkiem poprawnosci procedury dzielenia jest takie skalo-
wanie dzielnej wzglgdem dzielnika, aby pierwsza reszta byta bez-
wzglednie mniejsza od dzielnika. Zapewnia to istnienie rozwiaza-
nia parametrycznego rownania dzielenia:

1 = B4 —q; D, |1, I<| D], ®)

zy 71 zo} od-
Zy Zy Zo}. War-

gdzie D jest wartoscig dzielnika, 7; wartoscia reszty, a ¢; wartoscia
cyfry ilorazu odpowiadajacej reszcie r;.

Poniewaz kolejne cyfry ilorazu, oprocz pierwszej, maja zawsze
wartosci dodatnie, wigc znak kazdej reszty musi taki jak znak
dzielnika. Jesli wigc znak dzielnej jest rézny od znaku dzielnika,
w pierwszym kroku nalezy wykona¢ dodawanie dzielnika do tak
przeskalowanej dzielnej, aby uzyska¢ reszt¢ o znaku przeciwnym
do dzielnika. Warto$cia pierwszej cyfry ilorazu jest w takim przy-
padku —1 reprezentowane przez ciag cyfr rozszerzenia (5-1).

2. Dwojkowy system uzupelnieniowy U2

W dwojkowym systemie uzupelnieniowym (2’s complement)
najwyzsza cyfra argumentu jest jednoczesnie cyfra rozszerzenia.
Dzigki temu mozliwe jest znaczne uproszczenie algorytméw pod-
stawowych dziatan arytmetycznych.

Wykrycie przekroczenia zakresu mozna wykonaé przez spraw-
dzenie zgodnosci przeniesien: z pozycji najwyzszej ¢, i na t¢ po-
zycje c¢i1. Jesli te przeniesienia sa jednakowe, to wytworzone
zgodnie z (3) wartosci bitow sumy na pozycji najwyzszej s;_; i na
pozycji rozszerzenia s; sa identyczne.

Mnozenie w systemie U2 mozna uprosci¢ zauwazajac, ze po-
niewaz z,=z;_; oraz |z,|=—z;_;, wigc wartos¢ kazdej liczby w tym
systemie o reprezentacji {z;_; ... z, z; zo} mozna przedstawi¢ ja-
ko liczby dodatniej Z'o postaci {1-z;,_| ... zy z| zo} 1 stalej 2kt

Z=2"4 (-2, )2 4z, 2"+ 422 2, (9)

Poniewaz kolejne iloczyny czgsciowe sa liczbami w systemie
U2, wigc zamiast ich zwyklej akumulacji, opisanej wyzej, mozna
wykona¢ akumulacjg¢ liczb dodatnich ( rozszerzeniach zerowych),
a uzyskany wynik skorygowa¢ przez dodanie statej —25""'+2m!
gdzie k jest liczba bitow mnoznika, a m — liczba bitow mnozne;j.
Jesli bowiem 2'4; jest i-tym przeskalowanym iloczynem czescio-
wym (zaleznie od wartosci cyfry z; mnoznika 4; jest rtowne mnoz-
nej 4, jej uzupehieniu —4, lub zeru), to caty iloczyn jest rowny

kol k-1 k-1
ZAi2i ZZ(A:_Zm—l):ZA;‘_Zker—I 4 om-l (10)
=0 i=0 i=0

Mozliwe jest tez uproszczenie dzielenia. Poniewaz cyfra ilorazu
moze by¢ tylko O lub 1, wigc zamiast sprawdza¢ warunek (8)
mozna, zaleznie od zgodno$ci znaku biezacej reszty ze znakiem

dzielnika, dodawaé¢ lub odejmowaé dzielnik od przeskalowanej
reszty biezacej. Jesli w wyniku odejmowania 2r,—D otrzymamy
reszt¢ o znaku przeciwnym do dzielnika, to mozliwa jest korekcja
tej reszty po skalowaniu przez dodanie dzielnika, bo

2-Q2r,=D)+D=2-2r,-D. (11)

Jesli znaki reszty i dzielnika sg zgodne, wykonuje si¢ odejmo-
wanie dzielnika. Takie dzielenie nazywa si¢ nicodtwarzajacym.

3. Arytmetyka zmiennoprzecinkowa

Wygodna forma zapisu bardzo duzych i bardzo matych liczb
jest tzw. notacja naukowa lub inzynierska, polegajaca na zapisie
wartosci liczby w postaci £M.S%, przy tym wyktadnik E jest licz-
ba catkowita. Aby wykluczy¢ rdzne reprezentacje tej samej warto-
sci, konieczne jest ograniczenie dozwolonych wartosci mnoznika
kolejnymi potegami podstawy f: fP <M< Br™.

W arytmetyce komputerowej konieczne sa dodatkowe ustalenia
dotyczace sposobu kodowania mnoznika M i wykladnika E. Po-
niewaz liczba pozycji przeznaczonych na zapis tych wartosci jest
ograniczona, wigc konsekwencja jest ograniczenie zakresu liczb
(wartosci wykladnika) i doktadnosci ich zapisu. W efekcie takie
liczby sq reprezentowane z pewna doktadnoscia wzgledna, ktora
wyznacza waga najmniej znaczacej cyfry mnoznika. Format taki
nazywa si¢ zmiennoprzecinkowym (ang. floating point).

Aby umozliwi¢ przenosno$¢ danych kodowanych w formacie
zmiennoprzecinkowym, niezbgdna jest standaryzacja reprezentacji
liczb. Zgodnie ze standardem IEEE 754 wyktadnik jest k-bitowa
liczba catkowita a mnoznik liczba z przedziatu [1,2). Znak liczby
jest kodowany osobno. Zdefiniowanych jest kilka formatow zapi-
su wartosci, ktore roznia si¢ rozmiarem wyktadnika i mnoznika.

Poniewaz kazda liczbg z przedziatu [1,2) mozna przedstawic ja-
ko 1+f, wigc w kodzie liczby zapisane sa tylko bity utamka /. Kod
wyktadnika zawierajacy same jedynki wskazuje obiekty specjalne,
takie jak nieskonczonosci czy tez nie-liczby (NaN), czyli wyniki
dziatan, ktore nie sg liczbami rzeczywistymi. Kod wykladnika za-
wierajacy same zera oznacza liczb¢ zdenormalizowana, czyli taka,
w ktdérej mnoznik jest liczba z przedziatu [0,1). Aby umozliwic¢
standardowy zapis odwrotnosci kazdej liczby znormalizowanej
zakres wartosci wyktadnika musi mie¢ asymetri¢ dodatnia. Skut-
kiem tego wyktadnik jest zapisany w tzw. kodzie spolaryzowanym
z przesunigciem 2¢'—1 (kod naturalny liczby uzyskanej przez
powigkszenie jej oryginalnej wartosci o przesunigcie), a nie w ko-
dzie U2. Kody te sa jednak silnie powiazane, bowiem

k-1 k-l
>z 2 -2 - =z 2+ > (1-2)2"T  (12)
i=0 i=0

Wyktadnik o reprezentacji {z; | z; ,...2» z zo} W kodzie spola-
ryzowanym +(2°'—1) ma wigc warto$¢ przeciwna do liczby o re-
prezentacji {z;_; (1-z;5)...(1-22) (1-z;) (1-zp)} w kodzie U2.
Wynika stad mozliwo$¢ zastapienia dodawania i odejmowania
w kodzie spolaryzowanym dziataniami w kodzie U2, zgodnie
Z oczywistg rownoscia:

X+Y=—[(-X)£(-Y)]. (13)

A zatem, nalezy przekodowac kazdy argument na kod U2 przez
zanegowanie wszystkich jego bitdéw oprocz najwyzszego, wyko-
na¢ dziatanie w kodzie U2 (wraz ze sprawdzeniem poprawnosci)
i przekodowa¢ wynik zgodnie z ta sama regula, co argumenty.

Opisana whasno$¢ kodu spolaryzowanego +(2*'—1) umozliwia
fatwa konwersj¢ kodu wyktadnika przy zmianie jego rozmiaru k.
Poniewaz lewostronnym rozszerzeniem kodu U2 jest powielenie
najwyzszego bitu, wigc rozszerzeniem kodu spolaryzowanego
+(2k71 - 1) na k+ bltéWJeSt {Zk—l (I_Zk—l)- . -(I_Zk—l) Zypp...2p Z) Zo} .

Wynik dziatania na liczbach w formacie zmiennoprzecinkowym
musi mie¢ doktadnos¢ taka jak argumenty. Problem utrzymania
doktadnosci powstaje w dzieleniu, bo iloraz mnoznikow

27V < MM, =1+ £)IA+ f)<2 (14)
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moze by¢ mniejszy od 1 i wtedy konieczna jest normalizacja, kto-
ra polega na przesunigciu bitow ilorazu w lewo.

Aby podczas normalizacji nie utraci¢ doktadno$ci konieczny
jest dodatkowy bit, zwany bitem chroniacym G (ang. guard). Po-
niewaz wynik dzielenia jest niemal zawsze przyblizony, do po-
prawnego zaokraglenia potrzebny jest kolejny bit R (ang. round).
Aby unikna¢ kumulacji btedow, gdy R=1, a na pozycjach wyniku
o wagach nizszych niz bit R wytworzone sa bity 0...0, stosowane
jest zaokraglanie symetryczne (do najblizszej parzystej) — w gore
Iub w dol, zaleznie od warto$ci bitu wyniku na pozycji G. Infor-
macj¢ o tym czy na pozycjach nastgpujacych po bicie R sa same
zera zawiera bit wskaznikowy S (ang. sticky).

Dodatkowe bity G, R i S, wytwarzane w procedurze dzielenia,
zapewniaja poprawne zaokraglenie kazdego ilorazu. Aby zapew-
ni¢ jednakowy rozmiar wszystkich argumentéw dziatan, argumen-
ty zewngtrzne, traktowane sg jako wartosci doktadne, wigc dota-
czane do nich bity G, R i S sa zerowane.

Problem utrzymania dokladnosci nie wystgpuje w mnozeniu,
gdzie iloczyn mnoznikdw ma dwa razy tyle bitow co argumenty.
Mozna wtedy tatwo wytworzy¢ dodatkowe bity G, R, S i w razie
potrzeby wykonaé zaokraglenie iloczynu.

Problem utrzymania doktadnosci nie wystgpuje w dodawaniu
liczb tego samego znaku lub odejmowaniu liczb o znakach prze-
ciwnych. W takich przypadkach znak wyniku jest znany, za$ do-
dawanie wartosci bezwzglednych (E| > E,)

M 25+ M, 2% = (M, + M, 27 PPy 0k (15)

zachowuje dokladnos¢, bo wszystkie bity zdenormalizowanego
sktadnika sa doktadne.

Bity G, R, S nie wystarczaja do wytworzenia poprawnego wy-
niku, jesli wykonywane jest odejmowanie liczb zgodnego znaku
lub dodawanie liczb przeciwnych znakéw. Mamy wtedy, przy za-
tozeniu porzadkowym, 7e E|>E:

M25 — M, 2% = (M, — M, 27 BBy E (16)

Jesli M\—M, 27°<Y% (a=E,—E,), to nastapi tzw. katastroficzna
utrata doktadno$ci — nie mozna okresli¢ wartosci najnizszego i by¢
moze kilku kolejnych wyzszych bitdw ulamka. Jedynym wyjat-
kiem jest sytuacja, gdy bity S obu argumentow sg zerami. Jest to
bardzo mato prawdopodobne, gdy jeden z argumentdw jest wyni-
kiem weczesniejszego dziatania. Skutecznym rozwigzaniem pro-
blemu jest tylko zmiana algorytmu obliczeniowego [3].

Przekroczenie zakresu liczb zmiennoprzecinkowych daje rézne
skutki, zaleznie od tego, czy wytworzony wynik jest zbyt maty,
czy zbyt duzy. Wynik zbyt maly jest zapisywany jako liczba zde-
normalizowana i moze by¢ sygnalizowany jako niedomiar zmien-
noprzecinkowy. Nast¢puje wtedy takze utrata doktadnosci. Wynik
zbyt duzy, sygnalizowany jako nadmiar zmiennoprzecinkowy,
moze by¢ w niektorych sytuacjach zapisany jako nieskonczonosé.
Takie rozwigzanie nie jest wlasciwe, jesli jest to posredni wynik
obliczen. Prosta technika obstugi takiej sytuacji jest zanegowanie
najwyzszego bitu obliczonego wyktadnika, czemu odpowiada ska-
lowanie przez 22, i stosowna korekta wyniku w kolejnych kro-
kach algorytmu obliczeniowego [3].

4. Rownoleglo$¢ w sprzecie

Jak wynika z wczesniejszej dyskusji, w kontekscie szybkosci
wykonywania dziatan kluczowq sprawg jest konstrukcja szybkiego
sumatora kodu U2. Zgodnie z analizg przeprowadzona w rozdziale
1, dziatanie takiego sumatora opisuje rownanie arytmetyczne (3),
ktéremu odpowiada para réwnan logicznych:

Sl xl®yl®cl’ (17)
Cll =X AV VCGAX; @Y =X Ay Ve AX YV ;)
Rekurencyjna zaleznos$¢ przeniesien staje si¢ ewidentna po zde-
finiowaniu pomocniczych funkcji: pétsumy h;=x;®y;, wytwarza-
nia przeniesienia g;=x;A); 1 propagacji przeniesienia p;=x;Vy;.
Mamy wtedy:

s;=h D¢, 18
Cr =& VG AR =gV Ap; (18

Poniewaz elementarne funkcje g;, p;, h; sa wytwarzane jedno-
czes$nie na wszystkich pozycjach dodawania, wigc szybkos¢ ich
wyznaczenia ma znikomy wpltyw na czas dodawania. Kluczowa
sprawa jest szybkos¢ wytworzenia wszystkich przeniesien.

Z postaci rownania przeniesienia (17) wynika, ze przeniesienie
wyjsciowe c;;; moze byé rowne 1, jesli spetniony jest warunek
wymuszenia g;=1 lub przeniesienie wejsciowe ¢;=1 i spetniony
jest warunek propagacji p;=1. Spostrzezenie to mozna rozciagnac
na spojny blok kolejnych pozycji dodawania
Civri1 = Giinr V By A G (19)
przy czym G;;=g;, P.;=p; a blokowe funkcje G i P sa powiazane
zalezno$ciami rekurencyjnymi

G.; =G+ B ;Giors
P':j =Pk:jg:k—1‘

i

(20)

Rownolegte wytworzenie wszystkich funkcji Gy, oraz Py.; jest
mozliwe w strukturze prefiksowej zawierajacej 2log, k poziomow
logicznych [1][3]. Przyktadowy schemat takiej struktury dla suma-
tora 16-bitowego pokazano na rysunku ponizej. Symbol GPH
oznacza uklad wytwarzajacy elementarne jednobitowe funkcje
potsumy h;=x;®y;, generowania przeniesienia g;=x,Ay; i propa-
gacji przeniesienia p;=x;vy, Wezel zaczerniony oznacza uktad
logiczny realizujacy odpowiednie blokowe funkcje G i P (20).
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Rys. 1. Prefiksowa struktura obliczania przeniesien dla sumatora 16-bitowego
Fig. 1. The structure of parallel-prefix carry-computation of 16-bit adder

Architektur¢ sumatora prefiksowego dla kodu U2 pokazano na
rys. 2. Poniewaz w zwyklym sumatorze przeniesienie wejsciowe
co jest rowne 0, wigc wtedy zgodnie z (19) ¢;=Gy,; 1. Z analizy
przedstawionej w rozdziale 2 wynika wigc, ze wskaZnikiem prze-
kroczenia zakresu jest v=G.,_.; ® Gy, .
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Rys. 2. Architektura sumatora prefiksowego kodu U2
Fig. 2. Architecture of parallel-prefix adder for 2’s complement code
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Drugim problemem jest szybkie dodawanie wielu argumentow
niezb¢dne na przyktad w mnozeniu. Dla liczb w reprezentacjach
pozycyjnych mozna w tym celu zastosowaé zasady przemiennosci
i tacznosci dodawania. Jesli reprezentacjq pozycyjna j-tej liczby .-
cyfrowej jest X/ = {x,{_1 x,{_z x{ x({} , to zachodzi rowno$¢

n ) n k=1 k=1 _ n k-l _l"gﬁ” )
DX =B =Y YA =D B Y up, @D
Jj=1 i=0 s=0

j=1i=0 i= j=1 i=0

gdzie U’ = {...u} u}} reprezentuje sume cyfr na pozycji i.
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Dodawanie n liczb k-pozycyjnych mozna wigc zastapi¢ doda-
waniem k liczb (loggn+1)-pozycyjnych. Przeksztatcenie mozna
wykona¢ w strukturze sumatora réwnoleglego. Jego realizacja
moze by¢ etapowa — kazda grupe fS+1 cyfr o tej samej wadze za-
mieniamy na liczb¢ dwucyfrowa, uzyskane tak argumenty prze-
ksztatlcamy dalej zgodnie z ta sama reguta.

W systemie dwdjkowym przeksztalcenia etapowe sq realizowa-
ne w strukturze sumatora zachowujacego przeniesienia CSA, kto-
rego modutem konstrukcyjnym jest sumator jednopozycyjny opi-
sany funkcjami logicznymi (17). Warto zauwazy¢, ze czas doda-
wania w strukturze drzewa szybkich sumatorow (PPA) jest dluz-
szy niz w strukturze CSA. Jest tak dlatego, ze w strukturze drzewa
rozmiar argumentdéw na kolejnych poziomach dodawania wzrasta,
a w strukturze CSA koncowe dodawanie jest zawsze k-pozycyjne.

5. Arytmetyka resztowa (modularna)

Reprezentacje resztowe umozliwiaja zastapienie dziatan na ar-
gumentach duzego zakresu réwnoleglymi dzialaniami mniejszej
skali [1]. Arytmetyka resztowa jest tez stosowana w algorytmach
kryptograficznych [6].

W systemie resztowym RNS(my, my,..., m,) liczba catkowita X
jest reprezentowana przez wektor reszt z jej dzielenia przez liczby
naturalne m;: X={Xmodm,;, Xmodms,,..., Xmodm,}. Jesli liczby
m;, zwane modutami systemu, sa wzajemnie wzglednie pierwsze,
to taka reprezentacja liczby jest unikatowa (niepowtarzalna) dla
kazdej liczby z przedziatu ASX<A+M, gdzie M=m-m;y-...-m,,.
Zwykle przyjmuje si¢ A=0 (liczby naturalne) lub 4 =—"%M (sy-
metryczny przedziat liczb catkowitych). Stanowi o tym tzw. chin-
skie twierdzenie o resztach (CRT) [1][4]. Rozszerzona wersja tego
twierdzenia podaje algorytm konwersji odwrotnej, czyli obliczenia
wartosci liczby catkowitej X, jesli znana jest jej reprezentacja resz-
towa {ry, ry,..., r,} W systemie RNS(my, my,..., m,).

Algorytm konwersji odwrotnej oparty jest na spostrzezeniu, ze
skoro reprezentacje kolejnych M liczb calkowitych z przedziatu
A<X<A+M sa unikatowe, to istniejg w tym przedziale liczby,
ktérych reprezentacjami sa izolowane jedynki, czyli wektory
{..5,0;1, 1;, 0i41,,...}. Liczby te zwane sa jedynkami resztowymi.
Z postaci wektorow reszt wynika, ze jedynka resztowa 1; musi by¢
wielokrotnoscig iloczynu wszystkich modutéw oprocz modutu m,
1,=s-M-(m;)"', i takq liczba, 7e reszta z jej dzielenia przez m; jest
réwna 1. Czynnik s jest zatem rozwigzaniem kongruencji

s-(M-m; ymodm, =1. (22)

Zgodnie z terminologia algebraiczna, rozwigzanie to nazywa si¢
odwrotnoscia multyplikatywna niepelnego iloczynu modutow
m, =M -(m,)™" ioznacza @' modm,.

Obliczenie odwrotnosci multyplikatywnej mozna wykonaé za
pomoca odwrdoconego algorytmu Eulera, ktoéry w wersji podsta-
wowej shuzy do obliczenia najwigkszego wspolnego podzielnika
dwoch liczb naturalnych [1][4][6].

Poniewaz kongruencje sg niezmiennicze wobec dodawania [4],
wigc {ry, a5..., 13 =1{r1, 0,..., 0}+{0, ry,..., 0}+...4+{0, 0,..., 7,}.
Wartoscia liczby reprezentowanej w systemie RNS(my, my, ..., m,)
przez {ry, ra,..., I',} jest wigc

X=A+Y 1 1,= A+ 1 (i, - modm,). (23)
i=1 i=1

Z niezmienniczo$ci kongruencji wobec dodawania wynika tez
mozliwo$¢ nastgpujacej dekompozycji reprezentacji resztowej:

. Iy ={(r-r)modmy,..., 0,..., (r,—r;)modm,}
+{rmodmy,..., r;,..., rymodm,}

{}’1, Fyeney r,-L..

24)
Pierwsza z tych liczb o wartosci X; ,obliczonej zgodnie z (23)

jest wielokrotnoscig modutu m;, druga ma wartosc¢ r;, a zatem
X=A+m;Xitr,. (25)

Definiujac system resztowy wygodnie jest przyjaé, ze jeden
z modulow jest potega podstawy systemu liczenia ,Bd. Jesli jest to

modut m;, to reprezentacja liczby X w systemie o podstawie 5 be-
dzie wtedy ztozenie obliczonych zgodnie z (23) cyfr liczby X; oraz
d cyfr reprezentacji liczby r; (wraz z wiodacymi zerami).

W obliczaniu reprezentacji resztowych liczb danych w systemie
dwojkowym mozna wykorzysta¢ pewien wniosek wynikajacy
z twierdzenia Eulera [1][4]. Twierdzenie to stanowi, ze jesli NV jest
liczba naturalna, a liczba naturalna <N nie ma wspdlnych po-
dzielnikdéw z N, to:

a®™ mod N =1, (26)

gdzie ¢(N) jest funkcja Eulera. Podaje ona liczb¢ mniejszych od N
liczb naturalnych wzglgdnie pierwszych z N. Jesli rozktadem licz-
by N na czynniki pierwsze jest N=p'¢’r* ..., to

p(p'g’r* . )=(p-Dp ' (g-Dg’ ' r-D*". 2D)

Z twierdzenia tego wynika, ze jesli NV jest liczba nieparzysta, to
istnieje taka najmniejsza potgga naturalna liczby 2, d=2"7¢(N),
dla ktorej 2YmodN=1 lub 2¢mod N=—1. Liczba d nazywa si¢ od-
powiednio okresem lub pétokresem poteg dwojki wzgledem N.

Istnienie okresu lub pdtokresu pozwala obliczaé reszty mod N
przez dodawanie, bo 24 mod N=+2°, a wiec:

[Z x,.z"JmodN = [f(—l)“’f Xia2 ]modN (28)

i=0 i=0 j=0

gdzie ¢=0 jesli d jest okresem, c=1 jesli d jest potokresem.

Dodawanie wieloargumentowe wystgpujace W powyzszym
wzorze mozna wykonaé¢ w strukturze CSA. Jesli d>1log, N, to po
wstepnym zredukowaniu argumentu zgodnie z (28) konieczne jest
jeszcze obliczenie reszty, co w niektorych przypadkach moze
wymaga¢ dzielenia. Jesli d>log, N, to ewentualng korekcj¢ wyni-
ku (28) mozna wykona¢ przez odjgcie wartosci V.

6. Podsumowanie

W artykule zaprezentowano niektére wybrane wilasciwosci
arytmetyki realizowanej w ukladach cyfrowych. Opisano niektére
przydatne wlasciwosci dzialan arytmetycznych umozliwiajace
uproszczenie algorytméw obliczeniowych, zwlaszcza tworzonych
w jezykach niskiego poziomu, takich jak asembler. Wskazano tez
niektoére problemy, jakie moga powsta¢ w procedurach arytme-
tycznych, zwlaszcza w obliczeniach zmiennoprzecinkowych.

W czgsci dotyczacej arytmetyki resztowej podano sposoby
sprawnego wykonywania dzialan typowych dla tej arytmetyki
oraz wskazowki pozwalajace na uproszczenie obliczen.
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