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Statystyczne odkrywanie zaleznosci
w danych

Powszechny dostep do wydajnych i wzglednie tanich syste-
mow baz danych powoduije, iz ilos¢ przechowywanych danych
jest ogromna i ciggle rosnie. Czesto charakteryzujg sie one duzg
wymiarowoscig (high-dimensional data sets), ktora stanowi istot-
ny problem podczas ich analizowania. Mowigc o duzej wymiaro-
wosci rozumiemy, ze poszczegdline porcje danych (np. rekordy
w tabelach relacyjnych) majg duzg liczbe atrybutow (zmien-
nych)”. W praktyce czesto okazuije sie, ze wiele z tych atrybutéw
jest ze sobg dosy¢ mocno powigzanych (skorelowanych) i do
otrzymania petnego obrazu opisywanego zjawiska czy zauwaze-
nia pewnych prawidtowosci w danych wystarczy uwzglednic je-
dynie niewielki ich podzbidr. Wychwycenie takich prawidtowosci
przy analizowaniu wszystkich (jak wspomniano wyzej, czgsto sko-
relowanych ze sobg) atrybutdw jest zwykle albo niemozliwe, al-
bo bardzo trudne do uzyskania. Sposrod wielu zadan, ktére de-
finiuje sie w dziedzinie eksploracji danych (data mining) mozna
wyrézni¢ metody zmierzajgce do redukcji wspomnianej duzej wy-
miarowosci zbioru danych oraz metody grupowania danych. Do
pierwszej grupy mozna zaliczy¢é m. in. metode analizy skfadowych
gtownych (Principal Component Analysis — PCA), do drugiej np.
grupowanie hierarchiczne (Hierarchical Clustering) lub metodg
k-érednich (k-Means Clustering).

REDUKCJA WYMIAROWOSCI

Niech analizowany zbior danych zawiera n niezaleznych obser-
wagji p-elementowych wektoréw. O takim zbiorze bedziemy moé-
wic, ze jest on p-wymiarowy lub ze jest opisany p
atrybutami (zmiennymi). Z reguty analizowane da-
ne sg zgromadzone w jakiej$ bazie danych i wte-
dy méwimy o tabeli sktadajgcej sie z n wierszy i p

ANALIZA SKEADOWYCH GEOWNYCH - PCA

Wyliczenie wspomnianych sktadowych gfownych jest oparte na
wartosciach i wektorach wtasnych tzw. macierzy kowariancji pier-
wotnego zbioru danych”. Macierz kowarianciji jest miarg stopnia
liniowej zaleznosci pomiedzy zmiennymi® lub, gdy interpretowad
ja inaczej, miarg rozproszenia danych w zbiorze danych [2]. Wek-
tory wtasne odpowiadajgce m najwiekszym wartosciom wiasnym
macierzy kowariancji okazujg sie wyznacza¢ szukane sktadowe
gtéwne — okreslajg one kierunki szukanych nowych osi ukfadu.
W sytuacjach, gdy atrybuty opisujgce dane sg nieporownywalne
ze sobg (np. dochdd osoby i wielko$¢ miasta) lub charakteryzu-
ja sie duzg zmiennoscig wariancji pomiedzy sobg, zamiast — jak
poprzednio, pracowac z macierzg kowariancji nalezy zbudowac
macierz korelacji (po wezesniejszym odpowiednim przeskalowa-
niu danych wejsciowych) [1, 3].

Przykiad pierwszy

Metoda PCA zostanie zilustrowana na przykiadzie danych opi-
sujgcych strukture pozyskiwania energii ze zrédet odnawialnych
w wybranych krajach UE w 2005 roku (tabela 1 oraz [6]). Interesu-
je nas okreslenie, czy istniejg jakies podobienstwa wsrod uwzgled-
nianych w zestawieniu krajow w zakresie produkcji energii ze
zrodet odnawialnych. Analizujgc oryginalne dane opisane (az)
8 atrybutami, trudno dostrzec zaleznosci pomiedzy nimi. Wykona-
my wiec analize PCA, ktora pokaze, ze jest moZzliwe istotne zmniej-

B Tabela 1. Struktura pozyskania energii wedtug wybranych zrédet w wybranych
krajach UE w 2005 roku [%)]
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sktadowych gtéwnych, pokrywajgca duzy procent

zmiennosci pierwotnych danych, jest rzeczywiscie duzo mniejsza,
niz pierwotna wymiarowo$¢ danych. Czesto bedzie wystarcza-
jace uwzglednienie jedynie dwdch pierwszych sktadowych, co
umozliwi wygodne analizowanie danych na wykresie 2D. Dodat-
kowo na danych o zmniejszonym wymiarze tatwiej przeprowa-
-dzac kolejne analizy, np. polegajace na grupowaniu danych. Cza-
sami jest rowniez mozliwe fizyczne zinterpretowanie nowego
zbioru zmiennych, cho¢ czesto nie jest to konieczne.

* Uniwersytet Zielonogorski, Instytut Informatyki | Elektroniki,
e-mail: J.Gramacki@iie.uz.zgora.pl, A.Gramacki@iie.uz.zgora.pl

szenie liczby atrybutdw, co z kolei umozliwi zauwazenie niewidocz-
nych w pierwotnej postaci zaleznosci pomiedzy danymi. W tabeli
poszczegdlne zrodta energii to: X1 — biomasa stafa, X2 — energia
promieniowania sfonecznego, X3 — energia wody, X4 — energia wia-

") Opisywane metody wywodzg sie ze statystyki i dlatego czesto méwiac
0 zbiorze danych, uzywa si¢ pojecia obserwacja

2 Obliczenia sg réwniez mozliwe na podstawie rozktadu SVD macierzy. Jest
to jednak w pewnym sensie analogiczne podejscie.

3 Zafozenie o liniowosci jest tu bardzo wazne. Skutkuje to tym, ze nie
wszystkie zbiory danych mozna analizowa¢ metodg PCA. Rozszerzeniem
jest tu metoda zwana kernel PCA.
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tru, X5 — biogaz, X6 — biopaliwa, X7 — energia geotermalna, X8 —
odpady komunalne. W ostatnim wierszu podano warto$ci warian-
¢ji dla kazdego atrybutu. Duza zmienno$¢ ich wartosci uzasadnia
korzystanie z macierzy korelacji zamiast macierzy kowarianciji.

W pierwszym kroku [3] oblicza si¢ macierz korelacji opisujaca
stopien zaleznosci poszczegolnych atrybutéw od siebie (tabela
2). Im wieksza bezwzgledna wartos¢, tym wigksza zaleznosc¢ (ko-
relacja) pomiedzy poszczegdlnymi atrybutami. Macierz jest syme-
tryczna, dlatego dla czytelnosci pominigto elementy nad gtéwng
przekatna. Przyktadowo pomiedzy atrybutami X5 oraz X6 istnie-
je duza zaleznos¢. Pomigdzy atrybutami X3 oraz X6 takiej zalez-
nosci prawie nie ma. Zauwazmy rowniez istnienie dodatnich
i uiemnych korelacji pomiedzy zmiennymi.

B Tabela 2. Macierz korelacji dla zbioru z tabeli 1
X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8

x1 | 1,00
X2 | 063 [ 1,00

X3 | 075 | 011 | 100

X4 | 055 | 089 | 011 | 1,00

X5 | 049 [ 080 | 020 [ 04 | 100

X6 | 057 | 072 | 006 | 085 | 094 | 1,00

x7 | 043|028 | 014 [ 037 | 037 [ 022 [100
X8 | 080 | 067 | 026 | 078 | 083 | 081 | 060 |100

B Tabela 3. Wartosci wtasne macierzy korelacji z tabeli 2 uszeregowa-
ne malejgco

PCi PC2 PC3 PC4 PC5 PC6 PC7
Sl 501| 1,68 | 0,85 | 036 | 0,06 | 0,04 | 001
wiasne
Zmiert- 62,6 | 2095 |10,58 | 451 | 0,75 | 0,51 | 0,08
nosé (%)
Zm.
skum. (%) | 62,6 | 83,58 |94,16 | 98,67 (9942 (99,92 | 100

Nastepnie wyznaczmy wartosci wiasne macierzy korelacji (ta-
bela 3). Sg one miarg zmiennosci pierwotnych danych przedsta-
wionych we wspotrzednych sktadowych gtéwnych. Konkretne
wartosci tych zmiennosci pokazano w drugim wierszu tej tabeli.

W kolejnym kroku szereguje sie warto$ci wtasne od najwigk-
szej do najmniejszej. Wektory wiasne (nie pokazane) okreslajg po-
szczegodlne sktadowe gtéwne PC1 — PC7. Wida¢, ze dwie pierw-
sze z nich ,przenoszg” ponad 80% zmiennosci pierwotnych
danych. Mozna wigc z dobrym przyblizeniem analizowa¢ pierwot-
ny zbidr danych jedynie w dwéch wymiarach. Po odpowiednim
zrzutowaniu danych z tabeli 1 na nowe osie (tu: dwie pierwsze
skfadowe gtéwne), otrzymuije sie wykres jak narys. 1.

DANE (OSIE PC1 ORAZ PC2: 83,58%)
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Wyraznie wida¢ na nim, ktdre kraje w rozwazanej kategorii sg do
siebie podobne, ktore wyraznie odrozniajg sie od siebie oraz jak ma-
ja sie one do $rednich wartosci cafej Unii Europejskiej (UE-25).

Mozliwe jest réwniez uwidocznienie wptywu zmiennych (atry-
butéw) X1 — X8 na poszczegodine skiadowe giowne. Kazda z tych
zmiennych jest reprezentowana na rys. 2 w postaci wektora. Kie-
runek i dlugos¢ tego wektora okresla, w jakim stopniu kazda ze
zmiennych wptywa na poszczegolne skladowe gtéwne. Wektory
takie sg nazywane wektorami tadunkow (loadings).
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B Rys. 2. Wykres zmiennych. PotoZenie wektoréw fadunkéw wzgledem
dwéch pierwszych sktadowych gtéwnych

Gdy dwie zmienne lezg na wykresie blisko siebie, oznacza to,
ze sg ze sobag silnie dodatnio skorelowane (np. zmienne X4 i X5).
Gdy s3 do siebie prostopadte, oznacza to, ze nie sg ze sobg sko-
relowane (np. X2i X3). Gdy znajduijg sie po przeciwnych stronach,
oznacza to, ze sg silnie ujemnie skorelowane (np. X1 i X3).

Czesto dane zrys. 1i 2 przedstawia sie na jednym, odpowied-
nio przeskalowanym wykresie (w pracy nie pokazano tego), co
utatwia analize wspodtzaleznosci obserwacji i zmiennych. Im n-ta
obserwacja lezy blizej od p-tej zmiennej, tym wiekszy jest wptyw
tej zmiennej na dang obserwacje. Wykres taki nazywa sie biwy-
kresem (biplot).

Na rysunku 1 wida¢ w jaki sposéb grupuja sig analizowane kra-
je. Jest tak oczywiscie dzieki wczesniej wykonanej analizie PCA
i zrzutowaniu pierwotnych danych na odpowiedni wykres 2D. Bez
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H Rys. 1. Wykres obserwacji. Dane o produkcji energii ze zrédet odna-
wialnych z tabeli 1, zrzutowane na dwie pierwsze skiadowe giéwne

B Rys. 3. Dendrogram grupowania metodg hierarchiczng danych z ta-
beli 1. Dla czytelnosci ograniczono o$ Y do wartosci 1200 (byfo 7000)
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niej grupowanie wykonane na pierwotnych danych moze da¢ nie-
poprawne wyniki, gdyz nalezy pamietac, ze wtedy grupujemy da-
ne potencjalnie silnie ze sobg skorelowane. Jako przyktad poka-
zano wyniki przeprowadzonego grupowania pierwotnych danych
metodg aglomeracyjna, kitéra nie zaktada wstepnego podania
liczby grup, na ktére chce sie podzieli¢ dane. Wyniki grupowa-
nia typowo w takich sytuacjach przedstawia sie w postaci tzw.
dendrogramu (rys. 3). Wida¢, ze otrzymane grupowanie odbie-
ga nieco od tego, ktére uzyskano po zastosowaniu PCA (rys. 1).
Poziomg linig przerywang zaznaczono kryterium podziatu na
3 grupy. Pozioma linig przerywang podwaojng zaznaczono kryte-
rium podziatu na 4 grupy.

Przyktad drugi

Przyktad zaprezentowany w poprzednim rozdziale dotyczyt sto-
sunkowo niewielkiego wolumenu danych i grupowanie krajow we-
diug analizowanych kryteriow ostatecznie mozna by przeprowadzic¢
Lrecznie”. Ponizej pokazano przykfad analizy duzo wigkszego wolu-
menu. W tabeli 4 zamieszczono historyczne notowania 8 indeksow

H Tabela 4. Dane z roku 1998 dotyczace wartosci wybranych indeksow
gietdy nowojorskiej oraz wielkosci dziennych wolumenu obrotéw

DATE DJIA DJTA DJBA DJUA SP500H SP500L SP500C NYVDO0O

03.01|3756 | 1751 | 104 | 227 | 466 464 464 | 269161
30.12|3834 [ 1455| 93 [ 181 | 462 459 459 | 256210
War. (7691 |14675| 12 | 225 | 87 94 89 21079

gietdy nowojorskiej w kazdym dniu notowar w 1998 roku. Uwzgled-
niono 4 wybrane indeksy przemystowe typu Dow Jones, 3 wybrane
indeksy typu S&P 500, skupiajace najwigksze notowane na gietdzie
firmy oraz jedng warto$¢ NYVD z dziennym wolumenem obrotow
(w tysigcach $). Pokazano jedynie pierwszy i ostatni dzien notowan
z catkowitej ich liczby 252. W ostatnim wierszu pokazano, jak w po-
przednim przyktadzie, wartosci wariancji poszczegdlnych atrybutow.
Interesuje nas, czy w ciggu wybranego roku, analizujgc jedynie po-
siadane dane o notowaniach, mozna odkry¢ podobne do siebie
okresy aktywnosci gietdy.

Z samej analizy zmiennosci poszczegolnych indeksow (rys. 4)
trudno odpowiedzie¢ na postawione pytanie. Postuzymy sie wiec
analizg PCA.
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B Rys. 4. Wykresy roczne zmiennosci wybranych indekséw gietdy no-
wojorskiej

Wynika z niej (z braku miejsca nie zamieszczono wynikéw ana-
logicznych do tabeli 3), ze juz dwie sktadowe gtdwne opisujg po-
nad 85% wariancji pierwotnych danych. Na rys. 5 potwierdza sie,
ze indeksy tego samego rodzaju sg w wigkszosci mocno ze so-
ba skorelowane oraz, ze warto$¢ wolumenu obrotow nie jest w tej
analizie istotna.
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B Rys. 5. Wykres zmiennych. Potozenie wektoréw tadunkow wzgledem
dwdch pierwszych sktadowych gtéwnych
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B Rys. 6. Wykres obserwaciji. Notowania w poszczegéinych dniach
zrzutowane na dwie pierwsze sktadowe gtéwne

Na rys. 6 pokazano dane z obserwacji (notowan w danym dniu)
na ptaszczyznie dwoch pierwszych sktadowych gtéwnych. Wy-
raznie wida¢ tam 4 grupy danych. Dla wigkszej czytelnosci rysun-
ku nie zaznaczono na nim przy kazdym z punktow etykiety dnia,
ktérego on dotyczy. Trojkatami zaznaczono srodki wyliczonych
metodg k-srednich czterech grup.

* % %

Bardzo czesto wielowymiarowe obserwacije zawierajg (z infor-
macyjnego punktu widzenia) nadmiarowg liczbe atrybutow. War-
tosci obserwacji nie sg rownomiernie roztozone wzdfuz wszyst-
kich kierunkow wielowymiarowego uktadu wspétrzednych, ale
wykazujg koncentracje w pewnych podprzestrzeniach. Znalezie-
nie tych podprzestrzeni (z reguty 0 duzo nizszym wymiarze, niz
oryginalna przestrzen) pozwala dostrzec prawidiowosci niewi-
doczne lub niemozliwe do zauwazenia w oryginalnym ukiadzie.
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