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Streszczenie 

Tematem przedstawionego referatu jest pewien aspekt redukcyjnego podej%cia 

do analizy sieci Petriego, mianowicie redukcja podsieci automatowych. Zapro-

ponowana metoda takiej redukcji zast#puje podsie& automatow$ przez jej mi-

nimaln$ reprezentacj#, otrzyman$ przez usuni#cie miejsc wewn#trznych oraz 

minimalizacj# ilo%ci miejsc wej%ciowych i wyj%ciowych.  

S!owa kluczowe: sieci Petriego, podsieci automatowe, redukcja. 

Abstract 

This paper addresses such aspect of reduction approach to analysis of Petri nets, 

as reduction of the subnets being the SM-components. Proposed method of 

reduction replaces such subnet by its minimal representation obtained by 

removing all interior places and minimization of number of input and output 

places. 

Keywords: Petri nets, SM-components, reduction. 

1. Wst"p 

Sieci Petriego [10] s$ popularnym modelem przedstawiaj$cym 

wspó"bie ne procesy dyskretne w jasny i czytelny sposób. G"ów-

nym problemem, ograniczaj$cym ich zastosowanie, jest z"o ono%& 

analizy takich sieci, której przyczyn$ jest wyk"adnicza zale no%& 

ilo%ci osi$galnych znakowa! (stanów) od rozmiaru sieci. Dlatego 

w analizie sieci Petriego cz#sto przydatne s$ metody redukcyjne 

[9][10], pozwalaj$ce upro%ci& sie&, zachowuj$c przy tym takie jej 

w"a%ciwo%ci, które chcemy przeanalizowa& (na przyk"ad  ywot-

no%& i bezpiecze!stwo). Z regu"y metody redukcyjne s$ stosowane 

jako pomocnicze (zredukowana sie& jest analizowana przez inne 

metody, takie jak eksploracja przestrzeni stanów lub badanie nie-

zmienników), cho& w niektórych przypadkach do sprawdzenia 

pewnych w"a%ciwo%ci sieci sama redukcja okazuje si# wystarcza-

j$ca [12]. 

Zaskakuj$ce jednak jest to,  e niektóre z najwa niejszych metod 

redukcyjnych nie mog$ sobie poradzi& z takim pozornie "atwym 

przypadkiem, jak podsieci czysto sekwencyjne, czyli nale $ce do 

klasy automatów stanów (SM-nets). Na przyk"ad klasyczne 6 ope-

racji redukcji, przedstawione w [10], nie mog$ zredukowa& takiej 

podsieci w przypadku ogólnym (czyli pisz$c bardziej precyzyjnie, 

nie usun$ takich jej miejsc, które s$ wej%ciowymi dla wi#cej ni  

jednej tranzycji). 

Lepsze rezultaty pod tym wzgl#dem mo na uzyska& przy pomo-

cy metody zaproponowanej przez Andre [7] i wykorzystanej 

m. in. w licznych publikacjach Adamskiego [1][2][3][4][5][6][8]. 

Istota tej metody zosta"a opisana w [8] nast#puj$co: „Metoda An-

dre polega na wykorzystaniu makrosieci, zawieraj$cej wy"$cznie 

tranzycie wielowej%ciowe i wielowyj%ciowe oraz makromiejsca 

typu automatowego. Makromiejsca te reprezentuj$ sekwencyjne 

cz#%ci sieci, przedstawione przez sk"adowe spójne grafu, powsta"e 

po usuni#ciu tych tranzycji”. 

Metoda Andre, opracowana g"ownie w celach syntezy, równie 

dobrze mo e s"u y& do analizy, gdy , jak "atwo jest zauwa y&, 

bezpiecze!stwo i ograniczono%& sieci s$ niezmiennikami operacji, 

zast#puj$cej podsie& automatow$ przez pojedyncze (ma-

kro)miejsce. 

Ale czy ka da spójna sk"adowa grafu sieci, zawieraj$ca tylko 

tranzycie o jednym wej%ciu i jednym wyj%ciu, mo e zosta& zast$-

piona przez pojedyncze miejsce? Oczywistym jest,  e nie ka da. 

Wszystkie podsieci automatowe, wyst#puj$ce w przyk"adach za-

stosowania metody Andre w wymienionych publikacjach, s$ „blo-

kami dobrze zbudowanymi” (well-formed blocks). To znaczy mi#-

dzy innymi,  e maj$ one nie wi#cej ni  dwa miejsca, incydentne z 

tranzycjami, nie nale $cymi do podsieci (jedno wej%cie i jedno 

wyj%cie). Nasuwa si# pytanie, a co w przypadku, je%li takich 

miejsc jest wi#cej? Kilka miejsc wej%ciowych przy jednym wyj-

%ciu nie stanowi jeszcze problemu, lecz kilka miejsc wyj%ciowych 

– ju  tak. Je%li jednak wszystkie miejsca wyj%ciowe s$ wzajemnie 

osi$galne w podsieci, wówczas mo e ona by& zast$piona przez 

jedno miejsce (rys. 1). W przeciwnym przypadku takie zast$pienie 

nie jest mo liwe, przyk"ad czego zosta" pokazany na rys. 2. 
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Rys. 1. Przyk"ad redukcji podsieci z kilkoma miejscami wyj%ciowymi 

Fig. 1. An example of reduction of a subnet with several output places 

 

 

p4 

t3 

t7 

p3

p8

t6 

p1 

t5

t2

t4

p6

p2 

t1

p5 

p7

 
 

Rys. 2. Przyk"ad podsieci, której nie mo na zast$pi& przez jedno miejsce (tran-

zycje t1, t2, t3 sk"adaj$ si# na sie& automatow$, ale jej zast$pienie przez jedno 

miejsce zmienia nie yw$ sie& w  yw$) 

Fig. 2. An example of a subnet which cannot be replaced by single place 

(transitions t1, t2, t3 constitute an SM-net, but replacing it by single place 

would transform a non-live net into a live one) 

 

Jest intuicyjnie oczywistym,  e podsie& automatow$, której nie 

da si# zast$pi& przez pojedyncze miejsce, cz#sto mo na jednak 

upro%ci&. Mi#dzy innymi, zawsze mo na wyeliminowa& miejsca 

wewn#trzne, "$cz$c w odpowiedni sposób miejsca wej%ciowe z 

wyj%ciowymi (na przyk"ad w sieci pokazanej na rys. 2 mo na usu-

n$& miejsce p2). Celem niniejszego referatu jest zaproponowanie 

ogólnej metody post#powania z podsieciami automatowymi w 

trakcie redukcji sieci Petriego. 

 

PRZEGLĄD TELEKOMUNIKACYJNY - ROCZNIK LXXXI - nr 6/2008 806



2. Metoda redukcji podsieci  

typu automatowego 

W celu przedstawienia metody konieczne jest wprowadzenie de-

finicji kilku poj#&. 

Def. 1. Podsieci! automatow! sieci Petriego ! = (P, T, F) jest 

taka jej spójna podsie& !’ = (P’, T’, F’),  e "t#T’: |$t| = |t$| = 1; 

P’ = $T’ %T’$; F’ = ((P’&T’)%(T’&P’))' F. 

Def. 2. Wej"ciem podsieci automatowej !’ = (P’, T’, F’) jest 

miejsce p#P’ takie,  e (t#(T \T’): p#t$. 

Def. 3. Wyj"ciem podsieci automatowej !’ = (P’, T’, F’) jest 

miejsce p#P’ takie,  e (t#(T \T’): p#$t. 

Def. 4. Miejscem wewn#trznym podsieci automatowej 

!’ = (P’, T’, F’) jest miejsce p#P’, nie nale $ce ani do wej%&, ani 

do wyj%& !’. Zbiór miejsc wewn#trznych !’ oznacza si# jako Pint. 

(Pozosta"e poj#cia i oznaczenia dot. sieci Petriego patrz w [10].) 

Zak"adamy,  e zbiór miejsc podsieci automatowej, która zosta-

nie zredukowana, nie zawiera blokady ani pu"apki (wzgl#dem !). 

Zak"adamy ponadto,  e miejsca wewn#trzne podsieci nie s$ ozna-

kowane w znakowaniu pocz$tkowym. 

Proponowana metoda redukcji podsieci automatowej sk"ada si# 

z nast#puj$cych kroków: 

1. Podzieli& wyj%cia podsieci na maksymalne zbiory 

wzajemnie osi$galnych w podsieci miejsc. Wprowa-

dzi& dla ka dego takiego zbioru Oi dodatkowe miejsce 

oi, przy czym M0(oi) = M0(Oi). Je%li wszystkie wyj%cia 

s$ wzajemnie osi$galne, wprowadzi& tylko jedno 

miejsce o = i (M0(o) = M0(P’)) i przej%& do 4. 

2. Dla ka dego wej%cia podsieci znale'& zbiór osi$gal-

nych wyj%&. Podzieli& wej%cia podsieci na maksymal-

ne zbiory miejsc, z których w podsieci s$ osi$galne 

takie same zbiory wyj%&. Wprowadzi& dla ka dego ta-

kiego zbioru Ij dodatkowe miejsce ij, przy czym 

M0(ij) = M0(Ij). 

3. Dla ka dej pary oi, ij wprowadzi& tranzycj# t tak$,  e 

{ij} = $t, {oj} = t$, je%li z wej%& Ij osi$galne s$ wyj%cia 

Oi. 

4. Ka dy "uk, prowadz$cy od tranzycji t, nie nale $cej do 

podsieci, do wej%cia p#Ij, zast$pi& "ukiem, prowadz$-

cym od t do ij. Ka dy "uk, prowadz$cy od wyj%cia p# 

Oi do tranzycji t, nie nale $cej do podsieci, zast$pi& 

"ukiem, prowadz$cym od t do ij (uwaga: w wyniku tej 

operacji mog$ powsta& "uki wielokrotne).  

5. Usun$& wszystkie miejsca i tranzycje podsieci, 

Przyk"ad zastosowania opisanej metody przedstawiono na rys. 3. 

 
 

 

 
 
Rys. 3. Przyk"ad redukcji 

Fig. 3. An example of reduction 

 

G"ównym rezultatem teoretycznym danego artyku"u jest nast#-

puj$ce twierdzenie. 

Twierdzenie 1. (ywotno%&, bezpiecze!stwo i ograniczono%& 

sieci Petriego s$ niezmiennikami przekszta"cenia, opisanego po-

wy ej. 

Zanim b#dzie mo na udowodni& to twierdzenie, trzeba udowod-

ni& twierdzenie pomocnicze. Niech ! = (P, T, F) b#dzie sieci$ Pe-

triego, !’ = (P’, T’, F’) – jej podsieci$ automatow$, !R = (PR, TR, 

FR) – sieci$ otrzyman$ z ! po zastosowaniu opisanego przekszta"-

cenia do podsieci !’. Niech F(M) b#dzie funkcj$ zdefiniowan$ dla 

wszystkich znakowa! M sieci ! takich,  e M(Pint) = 0, i obliczaj$-

c$ dla M odpowiednie znakowanie MR sieci !R w ten sam sposób, 

w który w punkcie 1 zaproponowanej metody jest obliczane zna-

kowanie pocz$tkowe sieci !R, odpowiadaj$ce M0. 

Twierdzenie 2. Niech dla ! istnieje sekwencja tranzycji ) taka, 

 e M0) M, M(Pint) = 0. Wtedy i tylko wtedy dla !R istnieje se-

kwencja tranzycji )’ taka,  e M0
R)’MR, gdzie MR = F(M). 

Dowód. Je%li podsie& automatowa zosta"a zast$piona przez po-

jedyncze miejsce, twierdzenie jest oczywiste. Przypadkiem, wy-

magaj$cym dowodu, jest sytuacja, w której podsie& zostaje zast$-

piona przez prostsz$ sie& automatow$ 

( ) Je%li wszystkie tranzycje w ) nale $ do (T \T’), twierdzenie 

jest oczywiste. Niech w ) b#d$  tranzycje nale $ce do T’. Wtedy 

takie tranzycje musz$ sk"ada& si# na jedn$ lub wi#cej dróg z wej-

%cia do wyj%cia !’, co wynika z tego,  e miejsca nale $ce do Pint, 

nie s$ oznakowane ani w M0 ani w M. Ka dej takiej drodze odpo-

wiada jedna tranzycja w MR. Zast$pienie w ) ka dej podsekwencji 

odpowiadaj$cej drodze w !’ (która nie mo e by& przed"u ona 

przez tranzycje, nale $ce do )), przez odpowiedni$ tranzycj# po-

zwala uzyska& sekwencj# )’ tak$,  e M0
R)’MR. 

(*) Niech M0
R)’MR. Je%li wszystkie tranzycje w )’ nale $ do 

(T \T’), twierdzenie jest oczywiste. Niech w )’ s$ tranzycje nale-

 $ce do (TR\T). Ka da taka tranzycja wed"ug konstrukcji odpowia-

da drodze lub kilka drogom z wej%cia do wyj%cia !’. Zast$pienie 

w ) ka dej takiej tranzycji przez sekwencj# tranzycji !’, sk"adaj$-

cej si# na odpowiedni$ drog#, pozwala uzyska& sekwencj# ) tak$, 

 e M0) M w !. 

Dowód Twierdzenia 1. (ywotno%&: 

Niech ! jest sieci$  yw$. Przypu%&my,  e !R nie jest  ywa. Wte-

dy dla !R istnieje sekwencja tranzycji M0
R)’MR taka,  e tranzycja 

t#TR nie jest przygotowana w  adnym znakowaniu, osi$galnym z 

MR w !R. Bez utraty ogólno%ci mo emy za"o y&,  e t#T. Z Twier-

dzenia 2 wynika,  e w ! osi$galne jest znakowanie M takie,  e 

F(M) = MR. Z  ywotno%ci sieci ! wynika,  e istnieje sekwencja 

tranzycji ) taka,  e M)M’, gdzie tranzycja t jest przygotowana w 

M’. Bez utraty ogólno%ci mo emy stwierdzi&,  e M’(Pint) = 0 (ina-

czej wystarczy doda& do ) tranzycje, wyprowadzaj$ce znaczniki z 

miejsc Pint, co zawsze jest mo liwe, poniewa  Pint nie zawiera pu-

"apek). Zastosujmy ponownie Twierdzenie 2, traktuj$c M jako 

znakowanie pocz$tkowe, a M’ jako znakowanie docelowe. Wyni-

ka z niego,  e w !R osi$galne jest znakowanie M’R = F(M’). W 

tym znakowaniu tranzycja t jest przygotowana, gdy  jak wynika 

ze sposobu przekszta"cenia znakowania przez funkcj# F, ka de jej 

miejsce wej%ciowe ma w M’R potrzebn$ ilo%& znaczników. Wi#c 

za"o enie,  e !R nie jest  ywa, prowadzi do sprzeczno%ci, z czego 

wynika,  e !R jest  ywa. 

Niech !R jest sieci$  yw$. Przypu%&my,  e ! nie jest  ywa. Wte-

dy dla ! istnieje sekwencja tranzycji M0) M taka,  e tranzycja t#T 

nie jest przygotowana w  adnym znakowaniu osi$galnym z M w 

!. Bez utraty ogólno%ci mo emy za"o y&,  e t#(T \T’) oraz  e 

M(Pint) = 0. W takim razie z Twierdzenia 2 wynika,  e w !R osi$-

galne jest znakowanie MR takie,  e F(M) = MR. Z  ywotno%ci sieci 

!R wynika,  e istnieje sekwencja tranzycji )’ taka,  e MR)’M’R, 

gdzie tranzycja t jest przygotowana w M’R. Niech M odpowiada w 

Twierdzeniu 2 znakowaniu pocz$tkowemu, a M’ docelowemu. W 

takim razie z tego twierdzenia wynika,  e w ! osi$galne jest zna-

kowanie M’ takie,  e M’R = F(M’). Tranzycja t mo e nie by& 

przygotowana w M’ tylko w takim przypadku, je%li jedno (lub 

wi#cej) z jej miejsc wej%ciowych p nale y do podzbioru Oi wyj%& 

!’, zast$pionych przy redukcji przez jedno mejsce oi, przy czym p 

nie ma w M’ wystarczaj$cej ilo%ci znaczników. Wed"ug opisanej 

metody ca"y zbiór Oi  zawiera ilo%& znaczników wystarczaj$c$ dla 

wszystkich miejsc wej%ciowych t nale $cych do Oi, co wynika z 

przygotowania t w M’R. Ponadto, wszystkie miejsca, nale $ce do 

Oi, s$ wzajemnie osi$galne w sieci automatowej, a to znaczy,  e 

znaczniki wewn$trz Oi mo na przemieszcza& w dowolny sposób 

przy pomocy odpowiednich sekwencji tranzycji T’. Wi#c je%li 
tranzycja t nie jest przygotowana w M’, to istnieje taka sekwencja 
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tranzycji )’’ (sk"adaj$ca si# wy"$cznie z tranzycji, nale $cych do 

T’),  e M’)’’M’’ i t jest przygotowana w M’’. Prowadzi to do 

sprzeczno%ci, wi#c ! jest  ywa. 

Bezpiecze!stwo: 

Funkcja F(M) ka de niebezpieczne znakowanie przekszta"ci na 

znakowanie, które te  jest niebezpieczne, wi#c z Twierdzenia 2 

wynika,  e je%li sie& ! jest niebezpieczna, sie& !R te  jest niebez-

pieczna. Niech ! b#dzie sieci$ bezpieczn$. Za"ó my,  e istnieje 

osi$galne w ! znakowanie M takie,  e M(Pint) = 0, MR = F(M), 

"p#PR: MR(PR) > 1. Wtedy p#(PR\P), ponadto p jest miejscem, 

które zast$pi"o w wyniku redukcji zbiór albo wej%& I sieci !’, albo 

jej wyj%& O, albo wszystkich jej miejsc P’, przy czym M(I ) > 1, 

M(O) > 1, albo M(P’) > 1,odpowiednio. W pierwszym przypadku 

ze wszystkich miejsc, nale $cych do I, dost#pne jest to same wyj-

%cie o !’, wi#c istnieje sekwencja tranzycji ) taka,  e M)M’ i 

M’(o) > 1, a to oznacza,  e sie& ! nie jest bezpieczna. W drugim 

przypadku z faktu,  e wszystkie miejsca O s$ wzajemnie osi$galne 

w sieci automatowej, wynika,  e istnieje sekwencja tranzycji )’ 

taka,  e M)M’’ i (o#O: M’(o) > 1, czyli sie& ! znowu okazuje si# 

niebezpieczna. W trzecim przypadku równie  istnieje co najmniej 

jedno miejsce wyj%ciowe sieci !’, w którym mo e si# znale'& 

wi#cej ni  1 znacznik. Ta sprzeczno%& dowodzi,  e je%li ! jest 

bezpieczna, !’ te  jest bezpieczna. 

Ograniczono%&: 

)atwo jest zauwa y&,  e dla ka dego mo liwego znakowania 

MR sieci !R (niekoniecznie osi$galnego) istnieje co najmniej jedno 

znakowanie M sieci ! takie,  e F(M) = MR. Wi#c z Twierdzenia 2 

wynika,  e ilo%& osi$galnych znakowa! !R nie mo e by& wi#ksza, 

ni  ilo%& osi$galnych znakowa! !, a to znaczy,  e je%li ! jest 

ograniczona, !R te  musi by& ograniczona. Niech ! b#dzie sieci$ 

nieograniczon$. Przypu%&my teraz,  e !R jest ograniczona. W ta-

kim razie nieograniczone miejsca musz$ nale e& do Pint, inaczej 

odpowiednie miejsca by"yby nieograniczone w !R. Ale je%li istnie-

je nieograniczone miejsce p#Pint, to nieograniczonym te  jest 

wyj%cie o osi$galne z p. Wi#c odpowiednie miejsce sieci !R te  

okazuje si# nieograniczone i sie& !R jest nieograniczona. 

3. Podsumowanie i wnioski 

1. Intuicyjnie, zaproponowana metoda zast#puje podsie& auto-

matow$ przez jej “minimaln$ reprezentacj#”, tzn. najprost-

sz$ sie&, która zachowuje si# wobec reszty sieci tak samo, 

jak podsie&, któr$ ona reprezentuje. Wej%ciowe miejsca, z 

których s$ osi$galne takie same wyj%cia oraz wzajemnie 

osi$galne wyj%ciowe miejsca w zaproponowanej metodzie 

s$ "$czone.  

2. Czy mo na osi$gn$& tak$ sam$ redukcj#, u ywaj$c znanych 

metod? Tak, ale nie zawsze, ponadto u ywaj$c kombinacji 

ró nych metod i/lub wielokrotnie stosuj$c inne operacje re-

dukcji. Operacja podstawienia, zaproponowana przez Za-

krewskiego [12], pozwala pozby& si# wszystkich miejsc 

wewn#trznych podsieci automatowej, ale musi by& w tym 

celu stosowana wielokrotnie, usuwaj$c za ka dym razem 

jedno miejsce wewn#trzne. Stosuj$c metod# Andre, rozu-

mian$ w sposób „rozszerzony” (to znaczy do podsieci, które 

mog$ mie& wi#cej ni  jedno wej%cie i jedno wyj%cie) do sil-

nie spójnych sk"adowych sieci automatowej, obejmuj$cych 

jej wyj%cia, mo na dokona& agregacji wyj%&. Autorowi nie 

jest znana  adna metoda, pozwalaj$ca agregowa& miejsca 

wej%ciowe. 

3. Oczywi%cie, zaproponowana operacja redukcji mo e by& "$-

czona z innymi operacjami zachowuj$cymi badane w"a%ci-

wo%ci sieci. Mo na poda& przyk"ady sieci, w których po za-

stosowaniu zaproponowanej operacji pojawia si# mo liwo%& 

zastosowania innych znanych operacji. Na przyk"ad, na rys. 

3 przedstawiono sie&, maj$c$ 3 cykliczne podsieci automa-

towe, ka da z których mo e zosta& zast$piona przez jedno 

miejsce. Nast#pnie do sieci mo na zastosowa& operacje "$-

czenia równoleg"ych tranzycji i "$czenia równoleg"ych 

miejsc [10], wynikiem czego jest sie& o jednej tranzycji i 

dwóch miejscach, która w sposób oczywisty jest nie ywa i 

bezpieczna. W przypadkach, w których podsie& automatowa 

nie jest zast#powana przez pojedyncze miejsce, zawsze 

mo na zastosowa& do wej%& otrzymanej „minimalnej repre-

zentacji” operacj# podstawienia [12], co pozwoli jeszcze 

zmniejszy& ilo%& miejsc sieci. 

4. Warto zauwa y&,  e w [11] zosta"a zaproponowana metoda, 

wobec której metoda przedstawiona powy ej jest w pewnym 

sensie dualn$. Mianowicie, w [11] omawia si# zast#powanie 

przez minimaln$ reprezentacj# podsieci, nale $cych do klasy 

grafów znakowa! (event graphs).  

 

 

+ 

    

 
 

Rys. 4. Jeszcze jeden przyk"ad redukcji 

Fig. 4. One more example of reduction 
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