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Streszczenie

Tematem przedstawionego referatu jest pewien aspekt redukcyjnego podejscia
do analizy sieci Petriego, mianowicie redukcja podsieci automatowych. Zapro-
ponowana metoda takiej redukcji zastgpuje podsie¢ automatowa przez jej mi-
nimalng reprezentacj¢, otrzymang przez usunigcie miejsc wewnetrznych oraz
minimalizacj¢ ilo$ci miejsc wejsciowych i wyjsciowych.
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Abstract

This paper addresses such aspect of reduction approach to analysis of Petri nets,
as reduction of the subnets being the SM-components. Proposed method of
reduction replaces such subnet by its minimal representation obtained by
removing all interior places and minimization of number of input and output
places.

Keywords: Petri nets, SM-components, reduction.

1. Wstep

Sieci Petriego [10] sa popularnym modelem przedstawiajacym
wspolbiezne procesy dyskretne w jasny i czytelny sposob. Glow-
nym problemem, ograniczajacym ich zastosowanie, jest ztozonos¢
analizy takich sieci, ktorej przyczyna jest wyktadnicza zalezno$é
ilosci osiagalnych znakowan (stanéw) od rozmiaru sieci. Dlatego
w analizie sieci Petriego czgsto przydatne sa metody redukcyjne
[9][10], pozwalajace uproscic sie¢, zachowujac przy tym takie jej
wlasciwosci, ktore chcemy przeanalizowa¢ (na przyktad zywot-
nos¢ i bezpieczenstwo). Z reguty metody redukcyjne sa stosowane
jako pomocnicze (zredukowana sie¢ jest analizowana przez inne
metody, takie jak eksploracja przestrzeni stanow lub badanie nie-
zmiennikow), cho¢ w niektérych przypadkach do sprawdzenia
pewnych wlasciwosci sieci sama redukcja okazuje si¢ wystarcza-
jaca [12].

Zaskakujace jednak jest to, ze niektdre z najwazniejszych metod
redukcyjnych nie moga sobie poradzi¢ z takim pozornie tatwym
przypadkiem, jak podsieci czysto sekwencyjne, czyli nalezace do
klasy automatéw stanéw (SM-nets). Na przyktad klasyczne 6 ope-
racji redukcji, przedstawione w [10], nie moga zredukowac takiej
podsieci w przypadku ogoélnym (czyli piszac bardziej precyzyjnie,
nie usung takich jej miejsc, ktore sa wejsciowymi dla wigcej niz
jednej tranzycji).

Lepsze rezultaty pod tym wzgledem mozna uzyskaé przy pomo-
cy metody zaproponowanej przez Andre [7] i wykorzystanej
m. in. w licznych publikacjach Adamskiego [1][2][3][4][5][6][8]-
Istota tej metody zostata opisana w [8] nastegpujaco: ,,Metoda An-
dre polega na wykorzystaniu makrosieci, zawierajacej wylacznie
tranzycie wiclowejsciowe 1 wiclowyjsciowe oraz makromiejsca
typu automatowego. Makromiejsca te reprezentuja sekwencyjne
czesci sieci, przedstawione przez sktadowe spdjne grafu, powstate
po usunigciu tych tranzycji”.

Metoda Andre, opracowana glownie w celach syntezy, rdwnie
dobrze moze shuzy¢ do analizy, gdyz, jak tatwo jest zauwazyc¢,
bezpieczenstwo i ograniczonos¢ sieci sa niezmiennikami operacji,

zastgpujacej podsie¢ automatowa przez pojedyncze (ma-
kro)miejsce.

Ale czy kazda spojna sktadowa grafu sieci, zawierajaca tylko
tranzycie o jednym wejsciu i jednym wyjsciu, moze zostaé zasta-
piona przez pojedyncze miejsce? Oczywistym jest, ze nie kazda.

Wszystkie podsieci automatowe, wystepujace w przyktadach za-
stosowania metody Andre w wymienionych publikacjach, sa ,,blo-
kami dobrze zbudowanymi” (well-formed blocks). To znaczy mig-
dzy innymi, Zze maja one nie wigcej niz dwa miejsca, incydentne z
tranzycjami, nie nalezacymi do podsieci (jedno wejscie i jedno
wyjscie). Nasuwa si¢ pytanie, a co w przypadku, jesli takich
miejsc jest wigcej? Kilka miejsc wejsciowych przy jednym wyj-
$ciu nie stanowi jeszcze problemu, lecz kilka miejsc wyjsciowych
— juz tak. Jesli jednak wszystkie miejsca wyjSciowe s3 wzajemnie
osiagalne w podsieci, wowczas moze ona by¢ zastapiona przez
jedno miejsce (rys. 1). W przeciwnym przypadku takie zastapienie
nie jest mozliwe, przyktad czego zostat pokazany na rys. 2.

Rys. 1. Przyktad redukcji podsieci z kilkoma miejscami wyjsciowymi
Fig. 1. An example of reduction of a subnet with several output places

Rys. 2. Przyktad podsieci, ktorej nie mozna zastapi¢ przez jedno miejsce (tran-
zycje t1, 12, 13 sktadajg si¢ na sie¢ automatowa, ale jej zastapienie przez jedno
miejsce zmienia niezywa sie¢ w zywa)

Fig. 2. An example of a subnet which cannot be replaced by single place
(transitions ¢/, £2, t3 constitute an SM-net, but replacing it by single place
would transform a non-live net into a live one)

Jest intuicyjnie oczywistym, ze podsie¢ automatowa, ktorej nie
da si¢ zastgpi¢ przez pojedyncze miejsce, czesto mozna jednak
uprosci¢. Migdzy innymi, zawsze mozna wyeliminowaé miejsca
wewnetrzne, taczac w odpowiedni sposob miejsca wejsciowe z
wyj$ciowymi (na przyktad w sieci pokazanej na rys. 2 mozna usu-
nac¢ miejsce p2). Celem niniejszego referatu jest zaproponowanie
ogolnej metody postgpowania z podsieciami automatowymi w
trakcie redukc;ji sieci Petriego.
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2. Metoda redukcji podsieci
typu automatowego

W celu przedstawienia metody konieczne jest wprowadzenie de-
finicji kilku pojec.

Def. 1. Podsiecig automatowq sieci Petriego X' = (P, T, F) jest
taka jej spdjna podsie¢ 2’ = (P’, T’, F’), ze VteT" || = || = 1,
P’ ="T"UT"; F' = (P XT)YUAT’xP"))NF.

Def. 2. Wejsciem podsieci automatowej 2" = (P’, T’, F’) jest
miejsce peP’ takie, ze Ite(T\T"): pet’.

Def. 3. Wyjsciem podsieci automatowej 2” = (P’, T, F") jest
miejsce peP’ takie, ze Are(T\T"): pe°t.

Def. 4.  Miejscem  wewnetrznym  podsieci  automatowej
2’=(P’, T, F’) jest miejsce peP’, nie nalezace ani do wej$¢, ani
do wyjéé 2. Zbiér miejsc wewnetrznych 2 oznacza si¢ jako P™.

(Pozostate pojecia i oznaczenia dot. sieci Petriego patrz w [10].)

Zaktadamy, ze zbidr miejsc podsieci automatowej, ktdra zosta-
nie zredukowana, nie zawiera blokady ani putapki (wzgledem 2).
Zaktadamy ponadto, ze miejsca wewng¢trzne podsieci nie sg ozna-
kowane w znakowaniu poczatkowym.

Proponowana metoda redukcji podsieci automatowej sktada si¢
z nastgpujacych krokow:

1. Podzieli¢ wyjscia podsieci na maksymalne zbiory
wzajemnie osiggalnych w podsieci miejsc. Wprowa-
dzi¢ dla kazdego takiego zbioru O; dodatkowe miejsce
0;, przy czym My(o;) = My(O,). Jesli wszystkie wyjscia
sa wzajemnie osiagalne, wprowadzi¢ tylko jedno
miejsce o = i (My(o) = My(P’)) 1 przejs¢ do 4.

2. Dla kazdego wejscia podsieci znalez¢ zbidr osiagal-
nych wyjs¢. Podzieli¢ wejscia podsieci na maksymal-
ne zbiory miejsc, z ktérych w podsieci sa osiagalne
takie same zbiory wyjs¢. Wprowadzi¢ dla kazdego ta-
kiego zbioru /; dodatkowe miejsce i, przy czym
My(i)) = Mi1).

3. Dla kazdej pary o,, i; wprowadzi¢ tranzycje t taka, ze
{i;} ="t, {0} =1, jesli z wejs¢ I; osiggalne sg wyjscia
Oi'

4. Kazdy tuk, prowadzacy od tranzycji ¢, nie nalezacej do
podsieci, do wejscia pel;, zastgpi¢ tukiem, prowadza-
cym od t do i;. Kazdy tuk, prowadzacy od wyjscia pe
O; do tranzycji ¢, nie nalezacej do podsieci, zastapi¢
tukiem, prowadzacym od t do i; (uwaga: w wyniku tej
operacji moga powstac tuki wielokrotne).

5. Usung¢ wszystkie miejsca i tranzycje podsieci,

Przyktad zastosowania opisanej metody przedstawiono na rys. 3.

Rys. 3. Przyktad redukcji
Fig. 3. An example of reduction

Gléwnym rezultatem teoretycznym danego artykutu jest naste-
pujace twierdzenie.

Twierdzenie 1. Zywotno$é, bezpieczenstwo i ograniczonosé
sieci Petriego sa niezmiennikami przeksztalcenia, opisanego po-
wyzej.

Zanim bedzie mozna udowodnic to twierdzenie, trzeba udowod-
ni¢ twierdzenie pomocnicze. Niech X'= (P, T, F) bedzie siecig Pe-
triego, 2’ = (P, T, F’) — jej podsiecia automatowa, 2% = (P%, 1%,
F®) — siecig otrzymang z X po zastosowaniu opisanego przeksztat-

cenia do podsieci 2. Niech F(M) bedzie funkcjg zdefiniowana dla
wszystkich znakowan M sieci X takich, ze M(P™) = 0, i obliczaja-
ca dla M odpowiednie znakowanie M® sieci 2° w ten sam sposob,
w ktory w punkcie 1 zaproponowanej metody jest obliczane zna-
kowanie poczatkowe sieci 2%, odpowiadajace M,.

Twierdzenie 2. Niech dla X istnieje sekwencja tranzycji o taka,
ze Myo M, M(P™) = 0. Wtedy i tylko wtedy dla 2 istnieje se-
kwencja tranzycji o” taka, ze Myt o' M~, gdzie M = F(M).

Dowdd. Jesli podsie¢ automatowa zostata zastgpiona przez po-
jedyncze miejsce, twierdzenie jest oczywiste. Przypadkiem, wy-
magajacym dowodu, jest sytuacja, w ktorej podsie¢ zostaje zasta-
piona przez prostsza sie¢ automatowa

(=) Jesli wszystkie tranzycje w o nalezg do (7\T"), twierdzenie
jest oczywiste. Niech w o beda tranzycje nalezace do 7°. Wtedy
takie tranzycje musza sktadaé si¢ na jedna lub wiecej drog z wej-
$cia do wyjscia 27, co wynika z tego, ze miejsca nalezace do P™,
nie s oznakowane ani w M, ani w M. Kazdej takiej drodze odpo-
wiada jedna tranzycja w M". Zastapienie w o kazdej podsekwencji
odpowiadajgcej drodze w 2" (ktéra nie moze by¢ przedtuzona
przez tranzycje, nalezace do o), przez odpowiednia tranzycje po-
zwala uzyska¢ sekwencje o taka, ze My< o' M

(<) Niech MRo"M®. Jesli wszystkie tranzycje w o’ naleza do
(T\T"), twierdzenie jest oczywiste. Niech w o’ s3 tranzycje nale-
zgce do (TA\T). Kazda taka tranzycja wedtug konstrukeji odpowia-
da drodze lub kilka drogom z wejscia do wyjscia 2°. Zastapienie
w o kazdej takiej tranzycji przez sekwencj¢ tranzycji 2", sktadaja-
cej si¢ na odpowiednig droge, pozwala uzyska¢ sekwencj¢ o taka,
ze MyoMw 2.

Dowéd Twierdzenia 1. Zywotno$é:

Niech Zjest siecia zywa. Przypusémy, ze 3% nie jest zywa. Wte-
dy dla 2* istnieje sekwencja tranzycji My“o’M" taka, ze tranzycja
teT® nie jest przygotowana w zadnym znakowaniu, osiggalnym z
M® w 3*. Bez utraty ogélnosci mozemy zatozy¢, ze reT. Z Twier-
dzenia 2 wynika, ze w 2 osiggalne jest znakowanie M takie, ze
F(M) = M®. Z zywotnosci sieci X wynika, ze istnieje sekwencja
tranzycji o taka, ze MoM’, gdzie tranzycja ¢ jest przygotowana w
M. Bez utraty ogdlnosci mozemy stwierdzié, ze M’(P™) = 0 (ina-
czej wystarczy doda¢ do o tranzycje, wyprowadzajace znaczniki z
miejsc P™, co zawsze jest mozliwe, poniewaz P™ nie zawiera pu-
tapek). Zastosujmy ponownie Twierdzenie 2, traktujac M jako
znakowanie poczatkowe, a M’ jako znakowanie docelowe. Wyni-
ka z niego, ze w 2X osiggalne jest znakowanie M= F(M’). W
tym znakowaniu tranzycja ¢ jest przygotowana, gdyz jak wynika
ze sposobu przeksztalcenia znakowania przez funkcj¢ F, kazde jej
miejsce wejsciowe ma w M’ potrzebna ilo§é znacznikow. Wiec
zalozenie, ze 3% nie jest zywa, prowadzi do sprzecznosci, z czego
wynika, ze X jest zywa.

Niech ¥ jest siecia zywa. Przypusémy, ze X nie jest zywa. Wte-
dy dla X'istnieje sekwencja tranzycji Myo M taka, ze tranzycja teT
nie jest przygotowana w zadnym znakowaniu osiggalnym z M w
2. Bez utraty ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze te(T \T’) oraz Ze
M(P™) = 0. W takim razie z Twierdzenia 2 wynika, ze w 2" osig-
galne jest znakowanie M" takie, ze F(M) = M". Z zywotnosci sieci
3* wynika, ze istnieje sekwencja tranzycji o’ taka, ze M c’M™,
gdzie tranzycja ¢ jest przygotowana w M. Niech M odpowiada w
Twierdzeniu 2 znakowaniu poczatkowemu, a M’ docelowemu. W
takim razie z tego twierdzenia wynika, ze w 2 osiagalne jest zna-
kowanie M’ takie, ze M™®=F(M’). Tranzycja t moze nie by¢é
przygotowana w M’ tylko w takim przypadku, jesli jedno (lub
wigcej) z jej miejsc wejsciowych p nalezy do podzbioru O; wyjsé
2’ zastapionych przy redukcji przez jedno mejsce o;, przy czym p
nie ma w M’ wystarczajacej ilosci znacznikow. Wedlug opisanej
metody caly zbior O; zawiera ilo$¢ znacznikow wystarczajaca dla
wszystkich miejsc wejsciowych ¢ nalezacych do O, co wynika z
przygotowania r w M™®. Ponadto, wszystkie miejsca, nalezace do
0;, s3 wzajemnie osiagalne w sieci automatowej, a to znaczy, ze
znaczniki wewnatrz O; mozna przemieszcza¢ w dowolny sposob
przy pomocy odpowiednich sekwencji tranzycji 7. Wiec jesli
tranzycja ¢ nie jest przygotowana w M, to istnieje taka sekwencja
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tranzycji o’ (sktadajaca si¢ wylacznie z tranzycji, nalezacych do
T, ze M’c”’M’’ i t jest przygotowana w M’ . Prowadzi to do
sprzecznosci, wige 2jest zywa.

Bezpieczenstwo:

Funkcja F(M) kazde niebezpieczne znakowanie przeksztalci na
znakowanie, ktore tez jest niebezpieczne, wigc z Twierdzenia 2
wynika, ze jesli sie¢ X jest niebezpieczna, sie¢ Z* tez jest niebez-
pieczna. Niech 2 bedzie siecig bezpieczng. Zaldézmy, Ze istnicje
osiggalne w X znakowanie M takie, ze M(P™) = 0, M*® = F(M),
vpeP®: M¥(P®) > 1. Wtedy pe(P"\P), ponadto p jest miejscem,
ktore zastapito w wyniku redukeji zbidr albo wejs¢ / sieci 27, albo
jej wyjs¢ O, albo wszystkich jej miejsc P’, przy czym M(I) > 1,
M(O) > 1, albo M(P’) > 1,odpowiednio. W pierwszym przypadku
ze wszystkich miejsc, nalezacych do 7, dostgpne jest to same wyj-
Scie o 2", wigc istnieje sekwencja tranzycji o taka, ze MoM’ i
M’(0) > 1, a to oznacza, ze sie¢ 2 nie jest bezpieczna. W drugim
przypadku z faktu, ze wszystkie miejsca O sa wzajemnie osiagalne
w sieci automatowej, wynika, ze istnieje sekwencja tranzycji o’
taka, ze MoM’’130€0: M’(0) > 1, czyli sie¢ X' znowu okazuje si¢
niebezpieczna. W trzecim przypadku rowniez istnieje co najmniej
jedno miejsce wyjsciowe sieci 2’, w ktérym moze si¢ znalezé
wigcej niz 1 znacznik. Ta sprzeczno$¢ dowodzi, ze jesli 2 jest
bezpieczna, 2’ tez jest bezpieczna.

Ograniczono$¢:

Latwo jest zauwazy¢, ze dla kazdego mozliwego znakowania
MR sieci ¥ (niekoniecznie osiagalnego) istnieje co najmniej jedno
znakowanie M sieci 2 takie, ze F(M) = M®. Wiec z Twierdzenia 2
wynika, ze ilo$¢ osiggalnych znakowan 3 nie moze by¢ wicksza,
niz ilo$¢ osiggalnych znakowan X, a to znaczy, ze jesli 2 jest
ograniczona, 2* tez musi by¢ ograniczona. Niech X bedzie siecia
nieograniczona. Przypusémy teraz, ze 2* jest ograniczona. W ta-
kim razie nieograniczone miejsca musza nalezeé¢ do P™, inaczej
odpowiednie miejsca bylyby nicograniczone w 2. Ale jesli istnie-
je nieograniczone miejsce peP™, to nieograniczonym tez jest
wyjscie o osiggalne z p. Wiec odpowiednie miejsce sieci 2 tez
okazuje sie nieograniczone i sie¢ 2" jest nieograniczona.

3. Podsumowanie i wnioski

1. Intuicyjnie, zaproponowana metoda zastepuje podsie¢ auto-
matowg przez jej “minimalna reprezentacj¢”, tzn. najprost-
sza sie¢, ktora zachowuje si¢ wobec reszty sieci tak samo,
jak podsie¢, ktéra ona reprezentuje. Wejsciowe miejsca, z
ktérych sa osiggalne takie same wyjscia oraz wzajemnie
osiggalne wyjsciowe miejsca w zaproponowanej metodzie
sg taczone.

2. Czy mozna osiagna¢ taka sama redukcje, uzywajac znanych
metod? Tak, ale nie zawsze, ponadto uzywajac kombinacji
roznych metod i/lub wielokrotnie stosujac inne operacje re-
dukcji. Operacja podstawienia, zaproponowana przez Za-
krewskiego [12], pozwala pozby¢ si¢ wszystkich miejsc
wewngtrznych podsieci automatowej, ale musi by¢ w tym
celu stosowana wielokrotnie, usuwajac za kazdym razem
jedno miejsce wewnetrzne. Stosujac metod¢ Andre, rozu-
miang w sposob ,,rozszerzony” (to znaczy do podsieci, ktore
moga mieé¢ wigcej niz jedno wejscie i jedno wyjscie) do sil-
nie spojnych sktadowych sieci automatowej, obejmujacych
jej wyjscia, mozna dokonaé agregacji wyjs¢. Autorowi nie
jest znana zadna metoda, pozwalajaca agregowaé miejsca
wejsciowe.

3. Oczywiscie, zaproponowana operacja redukcji moze by¢ 1a-
czona z innymi operacjami zachowujacymi badane wiasci-
wosci sieci. Mozna podaé przyktady sieci, w ktorych po za-
stosowaniu zaproponowanej operacji pojawia si¢ mozliwosé
zastosowania innych znanych operacji. Na przyktad, na rys.
3 przedstawiono sie¢, majaca 3 cykliczne podsieci automa-
towe, kazda z ktérych moze zosta¢ zastapiona przez jedno
miejsce. Nastepnie do sieci mozna zastosowaé operacje 1g-
czenia réwnoleglych tranzycji i taczenia réwnolegltych
miejsc [10], wynikiem czego jest sie¢ o jednej tranzycji i

dwoch miejscach, ktora w sposéb oczywisty jest niezywa i
bezpieczna. W przypadkach, w ktorych podsie¢ automatowa
nie jest zastgpowana przez pojedyncze miejsce, zawsze
mozna zastosowa¢ do wejs¢ otrzymanej ,,minimalnej repre-
zentacji” operacje podstawienia [12], co pozwoli jeszcze
zmniejszy¢ ilo§¢ miejsc sieci.

4. Warto zauwazy¢, ze w [11] zostala zaproponowana metoda,
wobec ktdrej metoda przedstawiona powyzej jest w pewnym
sensie dualng. Mianowicie, w [11] omawia si¢ zastgpowanie
przez minimalng reprezentacje podsieci, nalezacych do klasy
grafow znakowan (event graphs).

Rys. 4. Jeszcze jeden przyktad redukcji
Fig. 4. One more example of reduction
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