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Streszczenie

W artykule przedstawiono kilka wybranych numerycznych algorytmow
wyznaczania minimum funkcji jednej zmiennej. Procedury te zaprezentowane
sa od strony teoretycznej, a takze, dzigki specjalnie napisanej aplikacji, od
strony praktycznej. Na podstawie artykutu mozna si¢ dowiedzie¢, ktory z
zaprezentowanych algorytmoéw jest najskuteczniejszy dla danej klasy funkcji
(tj. wyznacza minimum funkcji w mozliwie duzej liczbie badanych punktow,
minimum to wyznaczone jest w mozliwie najmniejszej liczbie krokow, a takze
z odpowiednio duzg iloscig poprawnych cyfr utamkowych).

Abstract

In this article are introduced some numerical algorithms finding minimum
function of one variable. These procedures are represented from a theoretical
side and thanks to special application, from a practical side. In this article we
may learn which of presented algorithms is the most effective (that means:
which finds minimum in possibly a lot of points, this minimum is appoint in a
minimal number of steps and with properly a lot of valid fractional digits).

Stowa Kluczowe: algorytmy numeryczne, optymalizacja funkcji, metody
numeryczne
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1. Wstep

Zadanie optymalizacji  funkcji jednej zmiennej jest
najprostszym typem zadan optymalizacyjnych. Mimo to, w teorii i
praktyce analiza tego typu zadan zajmuje bardzo wazne miejsce.
Wiaze si¢ to nie tylko z najczgstszym stosowaniem w praktyce
inzynierskiej, ale takze z wykorzystywaniem jednowymiarowych
metod optymalizacji do analizy réznych podzadan, ktore wynikaja
podczas rozwigzywania zadan optymalizacji funkcji w przestrzeni
wielowymiarowej. Lokalne metody optymalizacji moga stuzy¢ do
znajdowania lokalnych miniméw energii, natomiast globalne
metody  optymalizacji do teoretycznego przewidywania
najstabilniejszych struktur krystalicznych, czy tez struktur
natywnych biatek.

Dla uproszczenia, w niniejszym artykule przez optymalizacje
funkcji bedziemy rozumie¢ jej minimalizacj¢. Minimum funkcji
jednej zmiennej moze by¢ wyznaczone bez ograniczen, z
ograniczeniami roéwnosciowymi, badZz tez z ograniczeniami
nier6wnosciowymi. W artykule zaprezentowane s3 wybrane
metody rozwiazujace pierwszy z wymienionych problemoéw
minimalizacji. Teoretyczna znajomo$¢ metod optymalizacji
spowodowata opracowanie wielu algorytméw realizujacych to
zagadnienie. Kilka wybranych z nich oraz ich modyfikacje
przedstawionych jest w niniejszym artykule.

2. Przeglad metod bezgradientowych

Metody bezgradientowe sa to metody poszukiwania minimum
funkcji, w ktorych w kazdej iteracji wykorzystywane sg
informacje jedynie o wartos$ciach minimalizowanej funkc;ji.

1. Metoda « -podziatlu

Metoda « -podziatu jest bardzo podobna do powszechnie znanej
metody zlotego podziatu. Réznica polega na sposobie doboru
wspodtczynnika redukcji przedziatu. W metodzie ztotego podziatu
wspotczynnik ten wynosi w przyblizeniu 0.618, natomiast w
opisywanej metodzie « -podzialu wskaznik ten mozna wybraé

dowolnie z przedziatu [0,1] . W metodzie « -podziatu niezaleznie
od spetnienia warunku f(A;)< f(u), badz f(A;)> f(ur)
dokonuje si¢ podstawienia Ay, = a1 +(1—a)(by 1 —ay 1) oraz

Hiep = Agqy +(bgsy = aps) gdzie
wspdtczynnikiem redukeji przedziatu.

ae[0,1] jest

2. Metoda Fibonacciego

Metoda Fibonacciego jest liniowa procedura wyznaczania
minimum funkcji f w okreslonym przedziale. Bazuje ona na
ciggu Fibonacciego, ktory definiuje si¢ nastgpujaco: Fy=F =1,
Fn+1 :Fn +Fn71 5 n=1,2,...

Podobnie jak w metodzie « -podziatu, metoda Fibonacciego
wymaga obliczenia dwdch wartosci funkcji w pierwszej iteracji i
tylko jednej w kazdej nastgpnej. Jednakze w metodzie
Fibonacciego wspdtczynnik podziatu przedzialu nie jest staty,
tylko zmienia si¢ w kazdej iteracji. Rowniez w przeciwienstwie do
zaprezentowanej wczesniej procedury, metoda Fibonacciego
wymaga wyznaczenia na poczatku liczby krokéw. Liczbe iteracji
n wybieramy jako numer liczby Fibonacciego, dla ktorej
b -

. . .y . a . .
spetniona jest nierownos¢ F, > "L odzie a stanowi lewy

kraniec przedzialu, b prawy, natomiast & dlugos¢ przedziatu.
Dhugos¢ tego przedziatu jest redukowana w k& -tej iteracji do

. F,_ . . L
ilorazu —2=% Stad po n—1 iteracjach dlugo$¢ przedziatu jest
n—k+1
b —a
redukowana z b; —a; do b, —a, ==

n

3. Metoda aproksymacji kwadratowej

Kolejny zaprezentowany algorytm wyznaczania minimum funkcji
jednej zmiennej oparty jest na interpolacji kwadratowej. Wymaga
si¢ jedynie, aby w otoczeniu minimum dang funkcj¢ dato si¢
aproksymowaé wielomianem drugiego stopnia. Rozwazmy
funkcje f(4) dla 2>0. Wartosci funkcji spetniajace zwigzek
hz/fo i frsfy,gdzie f;=f(4) dla j=123 wyliczane sa w
trzech kolejnych punktach spetniajacych zaleznosé
0< 4 <Ay <A3. Punkty te postuzag do zbudowania wielomianu
interpolacyjnego  drugiego stopnia. Zauwazmy, ze jezeli
f1=/2 = /3, to zgodnie z charakterem funkcji f kazdy z tych
punktow stanowi minimum danej funkcji. Stad zaktadamy, Zze co
najmniej jedna z nieréwnosci f; > f, oraz f, <f; jest

prawdziwa. Nastgpnie wybieramy punkt 4; =0 i badamy prébny
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punkt A, , ktéry moze by¢ dlugoscia kroku w poprzedniej iteracji.
Podstawiamy f, = f(4,). Jesli f.>f;,
A3 =4, poprzez wielokrotne potowienie
przedziatu fe<fi, to

poprzez dwukrotne

to podstawiamy

i znajdujemy A,
[ﬂ“l ’ /12 ] .

podstawiamy A, =4,

Z drugiej strony, jezeli

i znajdujemy /A3
[4,4,]. W ten
otrzymujemy trzy punkty. Dalej dokonujemy ekstrapolacji
poszukiwanego ekstremum poprzez poprowadzenie krzywej

przechodzacej przez te punkty, ktdra znajduje minimalny punkt.
Punkt ten musi leze¢ wewnatrz przedzialu [4;,4,]. W

konsekwencji punkt ten zostaje wprowadzony w miejsce jednego
z poczatkowych. Procedura ta powtarzana jest do momentu
spelnienia odpowiedniego kryterium konca.

Aby wyznacza¢ kolejne przyblizenia minimum funkcji, w
algorytmie zastosowany zostal wzdér Powella, ktoéry wynika z
wielomianu  interpolacyjnego  Lagrange’a  opartego  na
nastgpujacych zalozeniach: Znamy wartosci funkcji w punktach
Ay, Ay oraz J3, ktére wynosza odpowiednio f, f> i f3, przy

zwigckszenie dlugosci przedziatu sposob

czym punkty te spelniaja warunek 4 <A, <A3. W zwiazku z

poczynionymi zatozeniami, wzdr interpolacyjny Lagrange’a

przyjmuje postac:

()= NA=H)A-A)  [HLA-AA=-A) A=A A=4)

(=) A4-4) (-4 -4)

Jak wiadomo, warunkiem koniecznym istnienia w punkcie

4
dA

A, ekstremum powyzszego wyrazenia jest warunek =0

dla A=A,

NCA -G +Ah)  HCL-(Ch+4)  [CAL-(h+h)
h=D)Ah-4)  (h-A)h-4) (B-4)(-4)

Zatem

G LA LB =)+ LR =)
Stad: ™ 70 £ (4, — )+ (4 —A) + fi(h — Ay)

3. Przeglad metod gradientowych

Metody gradientowe sg to metody poszukiwania minimum
funkcji, w ktorych w kazdej iteracji wykorzystywane sg
informacje o warto$ciach minimalizowanej funkcji, a takze
informacje o wartosci gradientu.

1. Metoda Steffensena

Metoda Steffensena (podobnie jak wczesniej opisywane w
artykule metody) pozwala takze na wyznaczanie pierwiastkow
rownania nieliniowego. W tym przypadku metoda ta pozwalata na
uniknigcie obliczania pochodnej funkcji, ktéra jest zastapiona
dwupunktowa formuta rézniczkowania. Inaczej sytuacja wyglada
w przypadku wyznaczania minimum funkcji ta metoda, gdzie nie
da si¢ uniknag¢ wyznaczenia pierwszej pochodnej badanej funkcji.
Ogoélna posta¢ metody Steffensena wyglada nastepujaco:

Zk-;.] :ﬂ,k—f'(/lk) , gdZie g'(/lk):f (lk+f$ﬂ‘k))_f (/lk) ,
g'A) S (A)
przy czym g'(4;)#0. Z dwdch ostatnich rownosci otrzymujemy
WAC
At =4 L

I+ 1) = (&)
Zastosowany tutaj algorytm Steffensena wymaga podania jedynie
punktu startowego. Procedura jest zatrzymywana, gdy

|ﬁk | —ﬂk|< ¢, gdzie £>0 jest przyjeta precyzja doktadnosci

Wwyznaczania minimum.

2. Metoda Newtona
Metoda Newtona bazuje na

aproksymacji funkcji f w danym punkcie A4, . Kwadratowa

wykorzystaniu  kwadratowe;j

(=) —4y)

aproksymacja q dana jest wzorem:

Q) = [ () + [ A= 2) +0.5 1" () A= 24)*

Punkt A4, wybierany jest jako punkt, w ktérym pierwsza

pochodna q Wynosi zero, co daje

S )+ " (A )Xy = A4) = 0.

Stad otrzymujemy: A, =4, — ]j‘[' "((//1{‘ )) , przy czym f"(4;)#0.
k

Zatem w kazdej iteracji nowy punkt wybierany jest na podstawie
znajomosci punktu poprzedniego oraz wartosci pierwszej i drugiej
pochodnej w tym punkcie. Warto zauwazy¢, ze metoda ta moze
by¢ zastosowana tylko do dwukrotnie rézniczkowalnych funkcji.

Procedura jest zatrzymywana, gdy |/1k ) —ﬂk|<g lub gdy
| f'(/lk)|<g, gdzie £>0 jest przyjeta precyzja doktadnosci

wyznaczania minimum.

3. Metoda Halleya
Metoda Halleya jest pewna modyfikacja zaprezentowanej powyzej
metody Newtona. Do wyznaczenia minimum funkcji potrzebna
jest jedynie znajomo$¢ punktu startowego. Obliczenia sg
zatrzymywane, gdy warto$¢ bezwzgledna réznicy miedzy dwoma
kolejnymi przyblizeniami jest mniejsza od zadanej precyzji
obliczen. W metodzie Halleya kolejne przyblizenia minimum
1
S M)
FA) 2" ()
Warto zwréci¢ uwage na fakt, ze metoda ta moze by¢ zastosowana
do minimum trzykrotnie rézniczkowalnych funkcji.

obliczane sa wedtug wzoru: A, =4, —

4. Modyfikacje metod gradientowych

W poprzednim rozdziale zaprezentowane zostaly gradientowe
metody wyznaczania minimum funkcji jednej zmiennej w
klasycznej postaci. W przypadku, gdy wyznaczenie gradientu jest
skomplikowane, badz tez wymagatoby wykonania wielu operacji,
obliczanie gradientu danej funkcji wprost mozna zastapi¢ poprzez
aproksymacj¢ odpowiedniej pochodnej. Zatem modyfikacje metod
gradientowych beda polegaly na zastapieniu pochodnych
odpowiednimi ilorazami réznicowymi:
fﬂ(lo)zf(ﬂ‘o-'»h) f(j'o h)’

2h
S Gt =2F(A)+ [ (A —h)
h? |
—f(Ag +3h)+8f(Ag +2h) =13 f(Ag + h)+13 f(Ay — h)
8n’

/"(Zo)

S (o) =

81 (Ay=2h)+ f(Ay —3h)
8h’

5. Przebieg testow

W  niniejszym rozdziale poréwnane zostang od strony
praktycznej uprzednio zaprezentowane metody. Algorytmy te
zostang porownane pod katem ilosci wykonanych krokow
potrzebnych do wyznaczenia minimum z zadana dokladnoscia,
wplywu doboru przedziatu (badz punktu startowego) na szybkosé
zbieznosci (lub jej brak), a takze na liczbe poprawnych cyfr
utamkowych. Eksperymentalnie wyznaczony zostanie takze rzad
zbieznosci kazdej z metod. Aby zrealizowal pierwsza czes¢ testu,
tj. wyznaczy¢ liczbe iteracji potrzebnych do znalezienia minimum,
obliczane bedg w kazdym kroku wartosci danej funkcji. Aby mdc
wyznaczy¢ liczbe poprawnych cyfr ulamkowych, z jaka
wyznaczone zostatlo minimum kazdej z funkcji, na kazdym
przedziale (badz punkcie startowym) wyznaczona zostanie
warto$¢ bledu bezwzglednego, z jakim wyznaczone zostato
minimum. Do testow wybrane zostaty nastepujace funkcje, ktore
osiagaja minimum w punktach (przyblizenie do pigtnastu cyfr):
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a) fi(x)=x> —sinx, x, =0.450183611294873

b) fo(x)=x*+2x> —7x% +12x, x = -2.561552812808831,
x, =1.561552812808831

—X

7> X0 =0.000000000000000

) f3(x)=
1+x

Majac dang warto$¢ bledu bezwzglednego, mozna bedzie
wyznaczy¢ ilos¢ poprawnych cyfr utamkowych, wykorzystujac
d<05-107", gdzie d jest wartosciag bledu
bezwzglednego, natomiast 7 jest liczbg naturalng spelniajaca ta
nierowno$¢. Natomiast aby wyznaczy¢ rzad zbieznosci kazdej z
metod wykorzystana zostanie definicja rzgdu zbieznosci. W celu
praktycznego poréwnania metod, napisana zostala aplikacja
realizujaca obliczenia. Oczywiscie, aby pordwnanie metod byto
wiarygodne, dla kazdej funkcji ustalone zostaly przedzialy
poszukiwania minimum, i w tych przedzialach przeprowadzone
zostaly procedury testujace. Analogicznie, metody, ktore do
dziatania potrzebuja jedynie punktu startowego, zostaly
przetestowane dla tych samych punktow startowych ustalonych
odpowiednio dla kazdej z funkcji. W artykule nie bedzie
rozpatrywany dosy¢ oczywisty wpltyw doktadnosci wyznaczania
minimum na szybkos¢ zbieznosci metod. Wiadomym bowiem jest,
ze przyjecie wigkszej precyzji obliczen wymagaloby dla kazdej z
metod wykonania wigkszej liczby krokéw. Natomiast celem
artykulu jest pordwnanie szybkosci zbieznosci metod przy
dowolnie ustalonej precyzji obliczen. Do testOw wybrana zostata
odpowiednia doktadnos$é, dla ktorej sprawdzone zostalty wszystkie
metody i wszystkie funkcje. Przyjmujemy, ze minimum funkcji

bedzie wyznaczane z dokladnoscia &= 107, Wszystkie
prezentowane ponizej wykresy przedstawiaja liczbe iteracji
potrzebnych do wyznaczenia minimum danej funkcji w zaleznosci
od wybranego punktu startowego, badz przedziatu poszukiwania
minimum.

niero6wnos¢

Metoda « -podziatu jest zbiezna do minimum dla wszystkich
rozpatrywanych funkcji na kazdym z badanych przedzialow. Jest
to mozliwe m.n.  dzigki odpowiednio  dobranemu
wspotczynnikowi « . Najlepsze wyniki zostaly osiagniete dla
a=0.7. Natomiast dla «=0.1, =02, =03, =04,
a=05 oraz a=06 dla funkcji f

przedziale [—4,1.2] nie zostata osiggni¢ta zbiezno§¢ do minimum,

rozpatrywanej na

natomiast dla a =0.7 zbiezno$¢ do punktu bedacego minimum
zostala osiaggnicta w 37 krokach, dla o =0.8 w 59 krokach,
natomiast dla =09 az w 125 krokach. Minimum kazdej z
funkcji wyznaczone zostalo z 6 lub 7 poprawnymi cyframi
utamkowymi. Dla kazdej z badanych funkcji metoda jest zbiezna
liniowo.

W  metodzie Fibonacciego liczba iteracji potrzebnych do
wyznaczenia minimum zwigksza si¢ wraz ze wzrostem dlugosci
przedziatu, w ktérym poszukiwane jest minimum. W algorytmie
tym, w przeciwienstwie do innych zaprezentowanych w artykule,
najpierw musi by¢ znana liczba krokéw potrzebnych do
wyznaczenia minimum. Liczba ta réwna jest najmniejszemu
numerowi liczby Fibonacciego, dla ktdrej spetniony jest warunek

b —a

F,= , gdzie ay, by stanowia krance wejsciowego

przedziatu, natomiast &£ >0 jest przyjeta precyzja obliczen. Dla
duzych wartoSci b —a; oraz malej precyzji obliczen,
wyznaczenie minimum moze nie by¢ mozliwe ze wzgledu na
trudno$ci z wygenerowaniem odpowiednio duzej liczby

Fibonacciego, np. dla funkcji f3 poszukiwane minimum na
przedziale [—4,4] przy przyjetej precyzji obliczen wynoszacej
£=107 wymagatoby ~ wygenerowania 800000  liczb

Fibonacciego. Metoda ta pozwala na bardzo dokladne
wyznaczenie minimum (nawet z 12 poprawnymi cyframi

ulamkowymi dla funkcji f;3 na przedziale [-1,4]). Warto
zwréci¢ uwage na fakt, ze w tym przypadku przedzial [—1,4]
zawiera takze maksimum funkcji. Jednak w wigkszosci
rozwazanych przedziatéw, minimum funkcji zostaje wyznaczone z
doktadnoscia od 4 do 6 poprawnych cyfr utamkowych. Dla kazdej
z badanych funkcji metoda Fibonacciego jest zbiezna liniowo.

Metoda aproksymacji kwadratowej daje bardzo szybka zbieznos¢
do poszukiwanego minimum dla funkcji f;, ale na odpowiednio

dobranym przedziale. Warto zauwazy¢, ze metoda ta jest jak do tej
pory jedyna, ktora nie daje zbieznosci do minimum dla funkcji
unimodalnej (funkcja f;) na przedziale [-4,4]. W innych
przypadkach wyznaczenie minimum takze moze by¢ niemozliwe
ze wzgledu na charakter badanej funkcji, poniewaz nie zawsze dla
danej funkcji na rozpatrywanym przedziale da si¢ skonstruowaé
wielomian drugiego stopnia, ktéry dobrze bedzie aproksymowat
dang funkcj¢. Metoda aproksymacji kwadratowej umozliwia
poszukiwanie minimum réwniez poza przedziatem, w ktérym to
minimum si¢ znajduje. Procedura ta jest réwniez skuteczna dla
funkcji osiagajacej kilka miniméw. Jednak i w tym przypadku
zbieznos¢ (badz jej brak) uzalezniony jest od odpowiednio
dobranego przedziatu. Dla funkcji f, dobrym przedzialem nie
jest [0,2] mimo, ze zawiera on minimum. W przeciwienstwie do
uprzednio zaprezentowanych metod, dla ktorych liczby krokow
dla danej funkcji na réznych przedziatach réznity si¢ nieznacznie,
w metodzie aproksymacji kwadratowej otrzymuje si¢ duze
roznice. RoOwniez w przeciwienstwie do innych metod, w
procedurze tej liczba krokéw potrzebnych do wyznaczenia
minimum nie zwigksza si¢ wraz ze wzrostem dtugosci przedziatu.
Metoda aproksymacji kwadratowej dla Zle dobranych przedziatow
moze da¢ tylko 1-2 poprawne cyfry ulamkowe, natomiast w
przypadku, gdy na odpowiednim przedziale da si¢ zbudowad
wielomian drugiego stopnia, ktéry dobrze bedzie aproksymowat
funkcje w poblizu minimum, ilo$¢ poprawnych cyfr utamkowych
moze by¢ maksymalna w przyjetej precyzji obliczen i wynosi¢ 15.
Dla kazdej z badanych funkcji metoda ta jest zbiezna liniowo.

W przypadku  metody Steffensena na  podstawie
przeprowadzonych testow widaé, ze jezeli zostala osiagnigta
zbiezno$¢ do minimum, to jest ono wyznaczane z duza iloscia
poprawnych cyfr ulamkowych (w najgorszym przypadku z 8§,
natomiast w najlepszym ze wszystkimi poprawnymi w przyjetej
precyzji obliczen). Dla funkcji f; w kazdym z rozpatrywanych
punktéw startowych metoda jest zbiezna do minimum z ta sama
ilocig poprawnych cyfr utamkowych. Dla funkcji, ktoéra posiada
dwa minima, tj. f, metoda Steffensena w kazdym z
rozpatrywanych przypadkéw znajduje minimum lezace blizej
punktu startowego. Jednak w przypadku tej funkcji do
wyznaczenia minimum procedura ta potrzebowala bardzo duzej
liczby krokow (w najlepszym przypadku 35, w najgorszym
natomiast az 6017). Dla kazdej z badanych funkcji metoda jest
zbiezna nadliniowo.

W przypadku zmodyfikowanej metody Steffensena zbieznos¢ do
minimum uzyskiwana jest w tej samej liczbie krokow, jak miato to
miejsce w przypadku metody ,,oryginalnej”. Natomiast dla funkcji
f> znalezienie minimum nie jest mozliwe dla kazdego z

rozwazanych punktéow startowych, podczas gdy w przypadku
metody wykorzystujacej pochodng wprost, rozpoczecie obliczen z
kazdego z testowanych punktow startowych prowadzito do
zbieznosci do poszukiwanego minimum. Oczywiscie w kazdym z
rozwazanych przypadkéw minimum wyznaczane jest z mniejsza
iloscig poprawnych cyfr utamkowych, niz w przypadku metody
Steffensena. Dla kazdej z badanych funkcji metoda jest zbiezna
liniowo.

W przypadku metody Newtona, gdy zostanie osiagnigta zbieznos¢
do minimum, to jest ono z reguly wyznaczane bardzo doktadnie
(rozpoczecie obliczen z wigkszosci punktow startowych daje 14
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poprawnych cyfr utamkowych). W przypadku funkcji f5, ktora

posiada dwa minima, procedura Newtona zawsze znajduje
minimum lezace blizej punktu startowego. Metoda ta dla Zle
dobranego punktu startowego moze by¢ zbiezna do maksimum.
Tak si¢ dzieje w przypadku funkcji f5 i punktu xy =—0.5 lub dla

funkcji f3 ipunktu xy =—1. Oczywiscie metoda Newtona moze
by¢ takze rozbiezna (dla funkcji f3 i punktu startowego xg =3).

W przeciwienstwie do kilku wczesniej zaprezentowanych metod,
w przypadku procedury Newtona nie zawsze wraz ze wzrostem
odlegtosci punktu startowego od poszukiwanego minimum, rosnie
liczba krokow potrzebnych do jego wyznaczenia. Dla kazdej z
badanych funkcji metoda jest zbiezna kwadratowo.

W wicgkszosci rozwazanych przypadkéw modyfikacja metody
Newtona daje zbieznos¢ do tych samych punktow (nie zawsze tym
punktem jest poszukiwane minimum), co metoda Newtona. Dla
funkcji f; zmodyfikowana metoda Newtona daje zbiezno$¢ do

minimum w tej samej liczbie iteracji we wszystkich rozwazanych
punktach. Jednak minimum to wyznaczane jest z duzo mniejsza
iloscig poprawnych cyfr ulamkowych (tylko z 5, podczas gdy
metoda Newtona dawata 14 cyfr poprawnych). Dla pozostalych
badanych funkcji liczba krokéw potrzebnych do znalezienia
minimum zmodyfikowang metodg Newtona jest albo taka sama,
jak  w metodzie Newtona, albo niewicle wigksza dla
poszczegdlnych punktéw startowych. Dla kazdej z badanych
funkcji metoda jest zbiezna nadliniowo.

Dla metody Halleya w kazdym 2z rozwazanych punktow
startowych dla funkcji f; oraz f, minimum wyznaczone zostato
z 14 poprawnymi cyframi utamkowymi, natomiast dla funkcji f3
ze wszystkimi poprawnymi w przyjetej precyzji obliczen, czyli z
15. W kazdym z rozwazanych przypadkéow liczba krokow
potrzebnych do wyznaczenia minimum jest mniejsza, niz w
przypadku metody Newtona.

Identyczne wyniki (jezeli chodzi o liczbe krokdéw) daje
modyfikacja metody Halleya. Podobnie jak w przypadku
modyfikacji innych metod, réwniez zastosowanie ilorazow
réznicowych w procedurze Halleya skutkuje mniejsza iloscia
poprawnych cyfr utamkowych.

6. Whnioski

Z przeprowadzonych testow wynika, ze dla wszystkich
badanych funkcji minimum kazdej z nich wyznaczone jest w
najmniejszej liczbie iteracji metoda Halleya. Warto jednoczesnie
zwroci¢ uwage na fakt, ze minimum to wyznaczane jest
jednoczesnie bardzo precyzyjnie, tj. z 14 lub 15 poprawnymi
cyframi utamkowymi. Rownie skuteczna okazuje si¢ metoda
aproksymacji kwadratowej, ktora takze moze wyznaczyé
minimum funkcji z 14 poprawnymi cyframi utamkowymi. Jednak
w przypadku trudnos$ci ze skonstruowaniem w poblizu minimum
wielomianu drugiego stopnia, ktéry dobrze by aproksymowat
funkcje, metoda ta moze wyznaczy¢ minimum tylko z 1-2
poprawnymi cyframi ulamkowymi. Najwickszym rzedem
zbieznosci charakteryzuja si¢ gradientowe metody: Newtona i
Halleya. Roéwniez wszystkie z zaprezentowanych procedur
charakteryzuja si¢ zbieznoscig jedynie lokalng. Wszystkie metody
zostaly zastosowane dla kazdej funkcji, a takze punkty startowe
(badz przedzialy) w kazdej metodzie dla rozpatrywanej funkcji
byly takie same. Interesujace wydaje si¢ zbadanie, w ilu z
rozwazanych przedzialdéw (badz punktow startowych) dana
metoda byta zbiezna do minimum. Oczywiscie w zalezno$ci od
doboru innych punktéw startowych lub tez przedzialow
poszukiwania minimum wyniki moga si¢ rézni¢, poréwnanie to
pozwoli jednak odpowiedzie¢ na pytanie, czy dla danej metody i
danej funkcji wigkszos¢ z badanych punktow daje zbieznos¢ do
minimum, czy tylko nieliczne. Metoda & -podziatu jest zbiezna
do minimum we wszystkich rozwazanych punktach, metoda

Fibonacciego w 90%, Newtona w 60.7%, zmodyfikowana metoda
Newtona w 58.8%, zmodyfikowana metoda Halleya w 54.9%,
Halleya i Steffensena w 52.9%, aproksymacji kwadratowej w
48%, natomiast zmodyfikowana metoda Steffensena w 45%
badanych punktéw. Dla wigkszosci z zaprezentowanych metod
wraz ze wzrostem dtugosci przedziatu, w ktérym poszukiwane jest
minimum (lub tez odleglosci punktu startowego od
poszukiwanego minimum) zwigksza si¢ liczba  iteracji
potrzebnych do jego wyznaczenia. W przypadku metody
aproksymacji kwadratowej nie ma $cistego zwiagzku miedzy
dlugoscig przedzialu (lub odlegtosciag punktu startowego od
poszukiwanego minimum), a liczbg iteracji. Jak zostato
wspomniane wczesniej, nie zawsze mozliwe jest w tatwy sposdob
obliczenie pochodnej danej funkcji lub tez jej wyznaczenie moze
wymaga¢ duzego naktadu obliczen. Wowczas wykorzystuje sie
modyfikacje metod, ktore zamiast obliczania pochodnej wprost,
wymagaja zastosowania odpowiedniego ilorazu réznicowego.
Podsumowujac, jezeli zalezy nam na mniej precyzyjnym
wyznaczeniu minimum funkcji, przy jednoczesnej pewnosci, ze
znaleziony punkt jest rzeczywistym minimum, powinnismy
zastosowa¢ metod¢ « -podziatu, badz Fibonacciego. Jezeli
natomiast mamy pewnos¢, ze w poblizu poszukiwanego minimum
badang funkcje da si¢ dobrze aproksymowaé wielomianem
drugiego stopnia, woéwczas do wyznaczenia minimum mozna
zastosowa¢ metode aproksymacji kwadratowej. Natomiast jezeli
chcemy wyznaczy¢ minimum funkcji z mozliwie duza iloscig
poprawnych cyfr utamkowych przy jednoczesnie niewielkim
naktadzie obliczen, wowczas nalezy zastosowaé szybkozbiezna
gradientowa metod¢ Newtona, badz Halleya. Jak zostato
wspomniane wczesniej, w przypadku trudnosci z obliczeniem
pochodnej, mozna zastosowaé¢ modyfikacje tych metod. W
przypadku stosowania metod gradientowych, aby osiggnaé
zbiezno$¢ do minimum, obliczenia powinniSmy rozpoczaé
mozliwie blisko poszukiwanego minimum. Jezeli nie potrafimy
doktadnie zlokalizowaé potozenia minimum badanej funkcji i
obliczenia rozpoczniemy na duzym przedziale, mozemy
zastosowaé pewna kombinacje. Ot6z obliczenia rozpoczynamy
metoda « -podziatu (w tym przypadku nie zadamy jednak zbyt
duzej precyzji obliczen), a nastgpnic od pewnego punktu
stosujemy szybkozbiezng metode, np. Halleya.
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