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Streszczenie 

W artykule przedstawiono kilka wybranych numerycznych algorytmów 

wyznaczania minimum funkcji jednej zmiennej. Procedury te zaprezentowane 

s" od strony teoretycznej, a tak&e, dzi%ki specjalnie napisanej aplikacji, od 

strony praktycznej. Na podstawie artyku!u mo&na si% dowiedzie$, który z 

zaprezentowanych algorytmów jest najskuteczniejszy dla danej klasy funkcji 

(tj. wyznacza minimum funkcji w mo&liwie du&ej liczbie badanych punktów, 

minimum to wyznaczone jest w mo&liwie najmniejszej liczbie kroków, a tak&e 

z odpowiednio du&" ilo#ci" poprawnych cyfr u!amkowych). 

Abstract 

In this article are introduced some numerical algorithms finding minimum 

function of one variable. These procedures are represented from a theoretical 

side and thanks to special application, from a practical side. In this article we 

may learn which of presented algorithms is the most effective (that means: 

which finds minimum in possibly a lot of points, this minimum is appoint in a 

minimal number of steps and with properly a lot of valid fractional digits). 

S owa kluczowe: algorytmy numeryczne, optymalizacja funkcji, metody 

numeryczne 

Keywords: numerical algorithms, functions optimization, numerical methods 

1. Wst!p 

Zadanie optymalizacji funkcji jednej zmiennej jest 

najprostszym typem zada' optymalizacyjnych. Mimo to, w teorii i 

praktyce analiza tego typu zada' zajmuje bardzo wa&ne miejsce. 

Wi"&e si% to nie tylko z najcz%stszym stosowaniem w praktyce 

in&ynierskiej, ale tak&e z wykorzystywaniem jednowymiarowych 

metod optymalizacji do analizy ró&nych podzada', które wynikaj" 

podczas rozwi"zywania zada' optymalizacji funkcji w przestrzeni 

wielowymiarowej. Lokalne metody optymalizacji mog" s!u&y$ do 

znajdowania lokalnych minimów energii, natomiast globalne 

metody optymalizacji do teoretycznego przewidywania 

najstabilniejszych struktur krystalicznych, czy te& struktur 

natywnych bia!ek. 

Dla uproszczenia, w niniejszym artykule przez optymalizacj% 

funkcji b%dziemy rozumie$ jej minimalizacj%. Minimum funkcji 

jednej zmiennej mo&e by$ wyznaczone bez ogranicze', z 

ograniczeniami równo#ciowymi, b"d( te& z ograniczeniami 

nierówno#ciowymi. W artykule zaprezentowane s" wybrane 

metody rozwi"zuj"ce pierwszy z wymienionych problemów 

minimalizacji. Teoretyczna znajomo#$ metod optymalizacji 

spowodowa!a opracowanie wielu algorytmów realizuj"cych to 

zagadnienie. Kilka wybranych z nich oraz ich modyfikacje 

przedstawionych jest w niniejszym artykule. 

 

2. Przegl"d metod bezgradientowych 

Metody bezgradientowe s" to metody poszukiwania minimum 

funkcji, w których w ka&dej iteracji wykorzystywane s" 

informacje jedynie o warto#ciach minimalizowanej funkcji.  

 

1. Metoda  -podzia u 

Metoda  -podzia!u jest bardzo podobna do powszechnie znanej 

metody z!otego podzia!u. Ró&nica polega na sposobie doboru 

wspó!czynnika redukcji przedzia!u. W metodzie z!otego podzia!u 

wspó!czynnik ten wynosi w przybli&eniu 0.618, natomiast w 

opisywanej metodzie  -podzia!u wska(nik ten mo&na wybra$ 

dowolnie z przedzia!u ]1,0[ . W metodzie  -podzia!u niezale&nie 

od spe!nienia warunku )()( kk ff !" # , b"d( )()( kk ff !" $  

dokonuje si% podstawienia ))(1( 1111 %%%% &&%' kkkk aba  "  oraz 

)( 1111 %%%% &%' kkkk aba  ! , gdzie ]1,0[(  jest 

wspó!czynnikiem redukcji przedzia!u. 

 
2. Metoda Fibonacciego 

Metoda Fibonacciego jest liniow" procedur" wyznaczania 

minimum funkcji f  w okre#lonym przedziale. Bazuje ona na 

ci"gu Fibonacciego, który definiuje si% nast%puj"co: 110 '' FF , 

11 &% %' nnn FFF , ,...2,1'n  

Podobnie jak w metodzie  -podzia!u, metoda Fibonacciego 

wymaga obliczenia dwóch warto#ci funkcji w pierwszej iteracji i 

tylko jednej w ka&dej nast%pnej. Jednak&e w metodzie 

Fibonacciego wspó!czynnik podzia!u przedzia!u nie jest sta!y, 

tylko zmienia si% w ka&dej iteracji. Równie& w przeciwie'stwie do 

zaprezentowanej wcze#niej procedury, metoda Fibonacciego 

wymaga wyznaczenia na pocz"tku liczby kroków. Liczb% iteracji 

n  wybieramy jako numer liczby Fibonacciego, dla której 

spe!niona jest nierówno#$ 
)

11 ab
Fn

&
$ , gdzie a  stanowi lewy 

kraniec przedzia!u, b  prawy, natomiast )  d!ugo#$ przedzia!u. 

D!ugo#$ tego przedzia!u jest redukowana w k -tej iteracji do 

ilorazu 
1%&

&

kn

kn

F

F
. St"d po 1&n  iteracjach d!ugo#$ przedzia!u jest 

redukowana z 11 ab &  do 
n

nn
F

ab
ab 11 &'& . 

 

3. Metoda aproksymacji kwadratowej 

Kolejny zaprezentowany algorytm wyznaczania minimum funkcji 

jednej zmiennej oparty jest na interpolacji kwadratowej. Wymaga 

si% jedynie, aby w otoczeniu minimum dan" funkcj% da!o si% 

aproksymowa$ wielomianem drugiego stopnia. Rozwa&my 

funkcj% )("f  dla 0*" . Warto#ci funkcji spe!niaj"ce zwi"zek 

21 ff *  i 32 ff + , gdzie )("ff j ,  dla 3,2,1'j  wyliczane s" w 

trzech kolejnych punktach spe!niaj"cych zale&no#$ 

3210 """ ##+ . Punkty te pos!u&" do zbudowania wielomianu 

interpolacyjnego drugiego stopnia. Zauwa&my, &e je&eli 

321 fff '' , to zgodnie z charakterem funkcji f  ka&dy z tych 

punktów stanowi minimum danej funkcji. St"d zak!adamy, &e co 

najmniej jedna z nierówno#ci 21 ff $  oraz 32 ff #  jest 

prawdziwa. Nast%pnie wybieramy punkt 01 '"  i badamy próbny 
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punkt x" , który mo&e by$ d!ugo#ci" kroku w poprzedniej iteracji. 

Podstawiamy )( xx ff "' . Je#li 1ff x $ , to podstawiamy 

x"" '3  i znajdujemy 2"  poprzez wielokrotne po!owienie 

przedzia!u ],[ 21 "" . Z drugiej strony, je&eli 1ff x # , to 

podstawiamy x"" '2  i znajdujemy 3"  poprzez dwukrotne 

zwi%kszenie d!ugo#ci przedzia!u ],[ 21 "" . W ten sposób 

otrzymujemy trzy punkty. Dalej dokonujemy ekstrapolacji 

poszukiwanego ekstremum poprzez poprowadzenie krzywej 

przechodz"cej przez te punkty, która znajduje minimalny punkt. 

Punkt ten musi le&e$ wewn"trz przedzia!u ],[ 21 "" . W 

konsekwencji punkt ten zostaje wprowadzony w miejsce jednego 

z pocz"tkowych. Procedura ta powtarzana jest do momentu 

spe!nienia odpowiedniego kryterium ko'ca. 

Aby wyznacza$ kolejne przybli&enia minimum funkcji, w 

algorytmie zastosowany zosta! wzór Powella, który wynika z 

wielomianu interpolacyjnego Lagrange’a opartego na 

nast%puj"cych za!o&eniach: Znamy warto#ci funkcji w punktach 

1" , 2"  oraz 3" , które wynosz" odpowiednio 1f , 2f  i 3f , przy 

czym punkty te spe!niaj" warunek 321 """ ## . W zwi"zku z 

poczynionymi za!o&eniami, wzór interpolacyjny Lagrange’a 

przyjmuje posta$: 
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Jak wiadomo, warunkiem koniecznym istnienia w punkcie 

x" ekstremum powy&szego wyra&enia jest warunek 0
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3. Przegl"d metod gradientowych 

Metody gradientowe s" to metody poszukiwania minimum 

funkcji, w których w ka&dej iteracji wykorzystywane s" 

informacje o warto#ciach minimalizowanej funkcji, a tak&e 

informacje o warto#ci gradientu. 

 

1. Metoda Steffensena 

Metoda Steffensena (podobnie jak wcze#niej opisywane w 

artykule metody) pozwala tak&e na wyznaczanie pierwiastków 

równania nieliniowego. W tym przypadku metoda ta pozwala!a na 

unikni%cie obliczania pochodnej funkcji, która jest zast"piona 

dwupunktow" formu!" ró&niczkowania. Inaczej sytuacja wygl"da 

w przypadku wyznaczania minimum funkcji t" metod", gdzie nie 

da si% unikn"$ wyznaczenia pierwszej pochodnej badanej funkcji. 

Ogólna posta$ metody Steffensena wygl"da nast%puj"co: 
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Zastosowany tutaj algorytm Steffensena wymaga podania jedynie 

punktu startowego. Procedura jest zatrzymywana, gdy 

)"" #&% kk 1 , gdzie 0$)  jest przyj%t" precyzj" dok!adno#ci 

wyznaczania minimum. 

 

2. Metoda Newtona 

Metoda Newtona bazuje na wykorzystaniu kwadratowej 

aproksymacji funkcji f  w danym punkcie k" . Kwadratowa 

aproksymacja q  dana jest wzorem: 

2))((''5.0))((')()( kkkkk fffq """""""" &%&%' . 

Punkt k"  wybierany jest jako punkt, w którym pierwsza 

pochodna q  wynosi zero, co daje 

.0))(('')( 1 '&% % kkkk ff """"  

St"d otrzymujemy: 
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"" &'% , przy czym 0)('' -kf " . 

Zatem w ka&dej iteracji nowy punkt wybierany jest na podstawie 

znajomo#ci punktu poprzedniego oraz warto#ci pierwszej i drugiej 

pochodnej w tym punkcie. Warto zauwa&y$, &e metoda ta mo&e 

by$ zastosowana tylko do dwukrotnie ró&niczkowalnych funkcji. 

Procedura jest zatrzymywana, gdy )"" #&% kk 1  lub gdy 

)" #)(' kf , gdzie 0$)  jest przyj%t" precyzj" dok!adno#ci 

wyznaczania minimum. 

 

3. Metoda Halleya 

Metoda Halleya jest pewn" modyfikacj" zaprezentowanej powy&ej 

metody Newtona. Do wyznaczenia minimum funkcji potrzebna 

jest jedynie znajomo#$ punktu startowego. Obliczenia s" 

zatrzymywane, gdy warto#$ bezwzgl%dna ró&nicy mi%dzy dwoma 

kolejnymi przybli&eniami jest mniejsza od zadanej precyzji 

oblicze'. W metodzie Halleya kolejne przybli&enia minimum 

obliczane s" wed!ug wzoru: 
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Warto zwróci$ uwag% na fakt, &e metoda ta mo&e by$ zastosowana 

do minimum trzykrotnie ró&niczkowalnych funkcji. 

4. Modyfikacje metod gradientowych 

W poprzednim rozdziale zaprezentowane zosta!y gradientowe 

metody wyznaczania minimum funkcji jednej zmiennej w 

klasycznej postaci. W przypadku, gdy wyznaczenie gradientu jest 

skomplikowane, b"d( te& wymaga!oby wykonania wielu operacji, 

obliczanie gradientu danej funkcji wprost mo&na zast"pi$ poprzez 

aproksymacj% odpowiedniej pochodnej. Zatem modyfikacje metod 

gradientowych b%d" polega!y na zast"pieniu pochodnych 

odpowiednimi ilorazami ró&nicowymi: 
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5. Przebieg testów 

W niniejszym rozdziale porównane zostan" od strony 

praktycznej uprzednio zaprezentowane metody. Algorytmy te 

zostan" porównane pod k"tem ilo#ci wykonanych kroków 

potrzebnych do wyznaczenia minimum z zadan" dok!adno#ci", 

wp!ywu doboru przedzia!u (b"d( punktu startowego) na szybko#$ 

zbie&no#ci (lub jej brak), a tak&e na liczb% poprawnych cyfr 

u!amkowych. Eksperymentalnie wyznaczony zostanie tak&e rz"d 

zbie&no#ci ka&dej z metod. Aby zrealizowa$ pierwsz" cz%#$ testu, 

tj. wyznaczy$ liczb% iteracji potrzebnych do znalezienia minimum, 

obliczane b%d" w ka&dym kroku warto#ci danej funkcji. Aby móc 

wyznaczy$ liczb% poprawnych cyfr u!amkowych, z jak" 

wyznaczone zosta!o minimum ka&dej z funkcji, na ka&dym 

przedziale (b"d( punkcie startowym) wyznaczona zostanie 

warto#$ b!%du bezwzgl%dnego, z jakim wyznaczone zosta!o 

minimum. Do testów wybrane zosta!y nast%puj"ce funkcje, które 

osi"gaj" minimum w punktach (przybli&enie do pi%tnastu cyfr): 
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a) xxxf sin)( 2
1 &' , 948734501836112.00 'x  

b) xxxxxf 1272)( 234
2 %&%' , 088315615528128.21 &'x , 

 088315615528128.12 'x  

c) 
23

1
)(

x

x
xf

%

&
' , 000000000000000.00 'x  

Maj"c dan" warto#$ b!%du bezwzgl%dnego, mo&na b%dzie 

wyznaczy$ ilo#$ poprawnych cyfr u!amkowych, wykorzystuj"c 

nierówno#$ td &/# 105.0 , gdzie d  jest warto#ci" b!%du 

bezwzgl%dnego, natomiast t  jest liczb" naturaln" spe!niaj"c" t" 

nierówno#$. Natomiast aby wyznaczy$ rz"d zbie&no#ci ka&dej z 

metod wykorzystana zostanie definicja rz%du zbie&no#ci. W celu 

praktycznego porównania metod, napisana zosta!a aplikacja 

realizuj"ca obliczenia. Oczywi#cie, aby porównanie metod by!o 

wiarygodne, dla ka&dej funkcji ustalone zosta!y przedzia!y 

poszukiwania minimum, i w tych przedzia!ach przeprowadzone 

zosta!y procedury testuj"ce. Analogicznie, metody, które do 

dzia!ania potrzebuj" jedynie punktu startowego, zosta!y 

przetestowane dla tych samych punktów startowych ustalonych 

odpowiednio dla ka&dej z funkcji. W artykule nie b%dzie 

rozpatrywany dosy$ oczywisty wp!yw dok!adno#ci wyznaczania 

minimum na szybko#$ zbie&no#ci metod. Wiadomym bowiem jest, 

&e przyj%cie wi%kszej precyzji oblicze' wymaga!oby dla ka&dej z 

metod wykonania wi%kszej liczby kroków. Natomiast celem 

artyku!u jest porównanie szybko#ci zbie&no#ci metod przy 

dowolnie ustalonej precyzji oblicze'. Do testów wybrana zosta!a 

odpowiednia dok!adno#$, dla której sprawdzone zosta!y wszystkie 

metody i wszystkie funkcje. Przyjmujemy, &e minimum funkcji 

b%dzie wyznaczane z dok!adno#ci" 510&') . Wszystkie 

prezentowane poni&ej wykresy przedstawiaj" liczb% iteracji 

potrzebnych do wyznaczenia minimum danej funkcji w zale&no#ci 

od wybranego punktu startowego, b"d( przedzia!u poszukiwania 

minimum. 

 

Metoda  -podzia!u jest zbie&na do minimum dla wszystkich 

rozpatrywanych funkcji na ka&dym z badanych przedzia!ów. Jest 

to mo&liwe m.in. dzi%ki odpowiednio dobranemu 

wspó!czynnikowi  . Najlepsze wyniki zosta!y osi"gni%te dla 

.7.0'  Natomiast dla 1.0' , 2.0' , 3.0' , 4.0' , 
5.0'  oraz 6.0'  dla funkcji 1f  rozpatrywanej na 

przedziale ]2.1,4[&  nie zosta!a osi"gni%ta zbie&no#$ do minimum, 

natomiast dla 7.0'  zbie&no#$ do punktu b%d"cego minimum 

zosta!a osi"gni%ta w 37 krokach, dla 8.0'  w 59 krokach, 

natomiast dla 9.0'  a& w 125 krokach. Minimum ka&dej z 

funkcji wyznaczone zosta!o z 6 lub 7 poprawnymi cyframi 

u!amkowymi. Dla ka&dej z badanych funkcji metoda jest zbie&na 

liniowo. 

 

W metodzie Fibonacciego liczba iteracji potrzebnych do 

wyznaczenia minimum zwi%ksza si% wraz ze wzrostem d!ugo#ci 

przedzia!u, w którym poszukiwane jest minimum. W algorytmie 

tym, w przeciwie'stwie do innych zaprezentowanych w artykule, 

najpierw musi by$ znana liczba kroków potrzebnych do 

wyznaczenia minimum. Liczba ta równa jest najmniejszemu 

numerowi liczby Fibonacciego, dla której spe!niony jest warunek 

)
11 ab

Fn

&
' , gdzie 1a , 1b  stanowi" kra'ce wej#ciowego 

przedzia!u, natomiast 0$)  jest przyj%t" precyzj" oblicze'. Dla 

du&ych warto#ci 11 ab &  oraz ma!ej precyzji oblicze', 

wyznaczenie minimum mo&e nie by$ mo&liwe ze wzgl%du na 

trudno#ci z wygenerowaniem odpowiednio du&ej liczby 

Fibonacciego, np. dla funkcji 3f  poszukiwane minimum na 

przedziale ]4,4[&  przy przyj%tej precyzji oblicze' wynosz"cej 

510&')  wymaga!oby wygenerowania 800000 liczb 

Fibonacciego. Metoda ta pozwala na bardzo dok!adne 

wyznaczenie minimum (nawet z 12 poprawnymi cyframi 

u!amkowymi dla funkcji 3f  na przedziale ]4,1[& ). Warto 

zwróci$ uwag% na fakt, &e w tym przypadku przedzia! ]4,1[&  
zawiera tak&e maksimum funkcji. Jednak w wi%kszo#ci 

rozwa&anych przedzia!ów, minimum funkcji zostaje wyznaczone z 

dok!adno#ci" od 4 do 6 poprawnych cyfr u!amkowych. Dla ka&dej 

z badanych funkcji metoda Fibonacciego jest zbie&na liniowo. 

 

Metoda aproksymacji kwadratowej daje bardzo szybk" zbie&no#$ 

do poszukiwanego minimum dla funkcji 1f , ale na odpowiednio 

dobranym przedziale. Warto zauwa&y$, &e metoda ta jest jak do tej 

pory jedyn", która nie daje zbie&no#ci do minimum dla funkcji 

unimodalnej (funkcja 1f ) na przedziale ]4,4[& . W innych 

przypadkach wyznaczenie minimum tak&e mo&e by$ niemo&liwe 

ze wzgl%du na charakter badanej funkcji, poniewa& nie zawsze dla 

danej funkcji na rozpatrywanym przedziale da si% skonstruowa$ 

wielomian drugiego stopnia, który dobrze b%dzie aproksymowa! 

dan" funkcj%. Metoda aproksymacji kwadratowej umo&liwia 

poszukiwanie minimum równie& poza przedzia!em, w którym to 

minimum si% znajduje. Procedura ta jest równie& skuteczna dla 

funkcji osi"gaj"cej kilka minimów. Jednak i w tym przypadku 

zbie&no#$ (b"d( jej brak) uzale&niony jest od odpowiednio 

dobranego przedzia!u. Dla funkcji 2f  dobrym przedzia!em nie 

jest ]2,0[  mimo, &e zawiera on minimum. W przeciwie'stwie do 

uprzednio zaprezentowanych metod, dla których liczby kroków 

dla danej funkcji na ró&nych przedzia!ach ró&ni!y si% nieznacznie, 

w metodzie aproksymacji kwadratowej otrzymuje si% du&e 

ró&nice. Równie& w przeciwie'stwie do innych metod, w 

procedurze tej liczba kroków potrzebnych do wyznaczenia 

minimum nie zwi%ksza si% wraz ze wzrostem d!ugo#ci przedzia!u. 

Metoda aproksymacji kwadratowej dla (le dobranych przedzia!ów 

mo&e da$ tylko 1-2 poprawne cyfry u!amkowe, natomiast w 

przypadku, gdy na odpowiednim przedziale da si% zbudowa$ 

wielomian drugiego stopnia, który dobrze b%dzie aproksymowa! 

funkcj% w pobli&u minimum, ilo#$ poprawnych cyfr u!amkowych 

mo&e by$ maksymalna w przyj%tej precyzji oblicze' i wynosi$ 15. 

Dla ka&dej z badanych funkcji metoda ta jest zbie&na liniowo. 

 

W przypadku metody Steffensena na podstawie 

przeprowadzonych testów wida$, &e je&eli zosta!a osi"gni%ta 

zbie&no#$ do minimum, to jest ono wyznaczane z du&" ilo#ci" 

poprawnych cyfr u!amkowych (w najgorszym przypadku z 8, 

natomiast w najlepszym ze wszystkimi poprawnymi w przyj%tej 

precyzji oblicze'). Dla funkcji 1f  w ka&dym z rozpatrywanych 

punktów startowych metoda jest zbie&na do minimum z t" sam" 

ilo#ci" poprawnych cyfr u!amkowych. Dla funkcji, która posiada 

dwa minima, tj. 2f  metoda Steffensena w ka&dym z 

rozpatrywanych przypadków znajduje minimum le&"ce bli&ej 

punktu startowego. Jednak w przypadku tej funkcji do 

wyznaczenia minimum procedura ta potrzebowa!a bardzo du&ej 

liczby kroków (w najlepszym przypadku 35, w najgorszym 

natomiast a& 6017). Dla ka&dej z badanych funkcji metoda jest 

zbie&na nadliniowo. 

 

W przypadku zmodyfikowanej metody Steffensena zbie&no#$ do 

minimum uzyskiwana jest w tej samej liczbie kroków, jak mia!o to 

miejsce w przypadku metody „oryginalnej”. Natomiast dla funkcji 

2f  znalezienie minimum nie jest mo&liwe dla ka&dego z 

rozwa&anych punktów startowych, podczas gdy w przypadku 

metody wykorzystuj"cej pochodn" wprost, rozpocz%cie oblicze' z 

ka&dego z testowanych punktów startowych prowadzi!o do 

zbie&no#ci do poszukiwanego minimum. Oczywi#cie w ka&dym z 

rozwa&anych przypadków minimum wyznaczane jest z mniejsz" 

ilo#ci" poprawnych cyfr u!amkowych, ni& w przypadku metody 

Steffensena. Dla ka&dej z badanych funkcji metoda jest zbie&na 

liniowo. 

 

W przypadku metody Newtona, gdy zostanie osi"gni%ta zbie&no#$ 

do minimum, to jest ono z regu!y wyznaczane bardzo dok!adnie 

(rozpocz%cie oblicze' z wi%kszo#ci punktów startowych daje 14 
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poprawnych cyfr u!amkowych). W przypadku funkcji 2f , która 

posiada dwa minima, procedura Newtona zawsze znajduje 

minimum le&"ce bli&ej punktu startowego. Metoda ta dla (le 

dobranego punktu startowego mo&e by$ zbie&na do maksimum. 

Tak si% dzieje w przypadku funkcji 2f  i punktu 5.00 &'x  lub dla 

funkcji 3f  i punktu 10 &'x . Oczywi#cie metoda Newtona mo&e 

by$ tak&e rozbie&na (dla funkcji 3f  i punktu startowego 30 'x ). 

W przeciwie'stwie do kilku wcze#niej zaprezentowanych metod, 

w przypadku procedury Newtona nie zawsze wraz ze wzrostem 

odleg!o#ci punktu startowego od poszukiwanego minimum, ro#nie 

liczba kroków potrzebnych do jego wyznaczenia. Dla ka&dej z 

badanych funkcji metoda jest zbie&na kwadratowo.  

 

W wi%kszo#ci rozwa&anych przypadków modyfikacja metody 

Newtona daje zbie&no#$ do tych samych punktów (nie zawsze tym 

punktem jest poszukiwane minimum), co metoda Newtona. Dla 

funkcji 1f  zmodyfikowana metoda Newtona daje zbie&no#$ do 

minimum w tej samej liczbie iteracji we wszystkich rozwa&anych 

punktach. Jednak minimum to wyznaczane jest z du&o mniejsz" 

ilo#ci" poprawnych cyfr u!amkowych (tylko z 5, podczas gdy 

metoda Newtona dawa!a 14 cyfr poprawnych). Dla pozosta!ych 

badanych funkcji liczba kroków potrzebnych do znalezienia 

minimum zmodyfikowan" metod" Newtona jest albo taka sama, 

jak w metodzie Newtona, albo niewiele wi%ksza dla 

poszczególnych punktów startowych. Dla ka&dej z badanych 

funkcji metoda jest zbie&na nadliniowo. 

 

Dla metody Halleya w ka&dym z rozwa&anych punktów 

startowych dla funkcji 1f  oraz 2f  minimum wyznaczone zosta!o 

z 14 poprawnymi cyframi u!amkowymi, natomiast dla funkcji 3f  

ze wszystkimi poprawnymi w przyj%tej precyzji oblicze', czyli z 

15. W ka&dym z rozwa&anych przypadków liczba kroków 

potrzebnych do wyznaczenia minimum jest mniejsza, ni& w 

przypadku metody Newtona.  

 

Identyczne wyniki (je&eli chodzi o liczb% kroków) daje 

modyfikacja metody Halleya. Podobnie jak w przypadku 

modyfikacji innych metod, równie& zastosowanie ilorazów 

ró&nicowych w procedurze Halleya skutkuje mniejsz" ilo#ci" 

poprawnych cyfr u!amkowych. 

6. Wnioski 

Z przeprowadzonych testów wynika, &e dla wszystkich 

badanych funkcji minimum ka&dej z nich wyznaczone jest w 

najmniejszej liczbie iteracji metod" Halleya. Warto jednocze#nie 

zwróci$ uwag% na fakt, &e minimum to wyznaczane jest 

jednocze#nie bardzo precyzyjnie, tj. z 14 lub 15 poprawnymi 

cyframi u!amkowymi. Równie skuteczna okazuje si% metoda 

aproksymacji kwadratowej, która tak&e mo&e wyznaczy$ 

minimum funkcji z 14 poprawnymi cyframi u!amkowymi. Jednak 

w przypadku trudno#ci ze skonstruowaniem w pobli&u minimum 

wielomianu drugiego stopnia, który dobrze by aproksymowa! 

funkcj%, metoda ta mo&e wyznaczy$ minimum tylko z 1-2 

poprawnymi cyframi u!amkowymi. Najwi%kszym rz%dem 

zbie&no#ci charakteryzuj" si% gradientowe metody: Newtona i 

Halleya. Równie& wszystkie z zaprezentowanych procedur 

charakteryzuj" si% zbie&no#ci" jedynie lokaln". Wszystkie metody 

zosta!y zastosowane dla ka&dej funkcji, a tak&e punkty startowe 

(b"d( przedzia!y) w ka&dej metodzie dla rozpatrywanej funkcji 

by!y takie same. Interesuj"ce wydaje si% zbadanie, w ilu z 

rozwa&anych przedzia!ów (b"d( punktów startowych) dana 

metoda by!a zbie&na do minimum. Oczywi#cie w zale&no#ci od 

doboru innych punktów startowych lub te& przedzia!ów 

poszukiwania minimum wyniki mog" si% ró&ni$, porównanie to 

pozwoli jednak odpowiedzie$ na pytanie, czy dla danej metody i 

danej funkcji wi%kszo#$ z badanych punktów daje zbie&no#$ do 

minimum, czy tylko nieliczne. Metoda  -podzia!u jest zbie&na 

do minimum we wszystkich rozwa&anych punktach, metoda 

Fibonacciego w 90%, Newtona w 60.7%, zmodyfikowana metoda 

Newtona w 58.8%, zmodyfikowana metoda Halleya w 54.9%, 

Halleya i Steffensena w 52.9%, aproksymacji kwadratowej w 

48%, natomiast zmodyfikowana metoda Steffensena w 45% 

badanych punktów. Dla wi%kszo#ci z zaprezentowanych metod 

wraz ze wzrostem d!ugo#ci przedzia!u, w którym poszukiwane jest 

minimum (lub te& odleg!o#ci punktu startowego od 

poszukiwanego minimum) zwi%ksza si% liczba iteracji 

potrzebnych do jego wyznaczenia. W przypadku metody 

aproksymacji kwadratowej nie ma #cis!ego zwi"zku mi%dzy 

d!ugo#ci" przedzia!u (lub odleg!o#ci" punktu startowego od 

poszukiwanego minimum), a liczb" iteracji. Jak zosta!o 

wspomniane wcze#niej, nie zawsze mo&liwe jest w !atwy sposób 

obliczenie pochodnej danej funkcji lub te& jej wyznaczenie  mo&e 

wymaga$ du&ego nak!adu oblicze'. Wówczas wykorzystuje si% 

modyfikacje metod, które zamiast obliczania pochodnej wprost, 

wymagaj" zastosowania odpowiedniego ilorazu ró&nicowego. 

Podsumowuj"c, je&eli zale&y nam na mniej precyzyjnym 

wyznaczeniu minimum funkcji, przy jednoczesnej pewno#ci, &e 

znaleziony punkt jest rzeczywistym minimum, powinni#my 

zastosowa$ metod%  -podzia!u, b"d( Fibonacciego. Je&eli 

natomiast mamy pewno#$, &e w pobli&u poszukiwanego minimum 

badan" funkcj% da si% dobrze aproksymowa$ wielomianem 

drugiego stopnia, wówczas do wyznaczenia minimum mo&na 

zastosowa$ metod% aproksymacji kwadratowej. Natomiast je&eli 

chcemy wyznaczy$ minimum funkcji z mo&liwie du&" ilo#ci" 

poprawnych cyfr u!amkowych przy  jednocze#nie niewielkim 

nak!adzie oblicze', wówczas nale&y zastosowa$ szybkozbie&n" 

gradientow" metod% Newtona, b"d( Halleya. Jak zosta!o 

wspomniane wcze#niej, w przypadku trudno#ci z obliczeniem 

pochodnej, mo&na zastosowa$ modyfikacje tych metod. W 

przypadku stosowania metod gradientowych, aby osi"gn"$ 

zbie&no#$ do minimum, obliczenia powinni#my rozpocz"$ 

mo&liwie blisko poszukiwanego minimum. Je&eli nie potrafimy 

dok!adnie zlokalizowa$ po!o&enia minimum badanej funkcji i 

obliczenia rozpoczniemy na du&ym przedziale, mo&emy 

zastosowa$ pewn" kombinacj%. Otó& obliczenia rozpoczynamy 

metod"  -podzia!u (w tym przypadku nie &"damy jednak zbyt 

du&ej precyzji oblicze'), a nast%pnie od pewnego punktu 

stosujemy szybkozbie&n" metod%, np. Halleya. 
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