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Streszczenie

Artykut przedstawia problematykg obliczania warto$ci oczekiwanej,
obciazenia i wariancji cyfrowego estymatora funkcji autokorelacji sygna-
t6w. Pokazano, ze estymator funkcji autokorelacji nie jest zgodny
oraz, ze jest obcigzony dodatkowa, wynikajaca z kwantowania sktadowa.
Pokazano, ze funkcja ggstosci kompensuje przesunigcie funkcji autokore-
lacji, co oznacza, ze okre§lenie na postawie momentéw obciazenia
i wariancji estymatora mozliwe jest jedynie w tych punktach funkcji
autokorelacji, ktére odpowiadaja wartosci $redniokwadratowej sygnatu.
Przedstawiono wyniki oszacowan obciazenia i wariancji cyfrowego
estymatora funkcji autokorelacji dla wybranych klas sygnatéw.
Do obliczen zastosowano opracowany na potrzeby prowadzonych badan
wielobitowy wirtualny korelator sygnatow.

Stowa kluczowe: cyfrowy estymator funkcji autokorelacji, warto$¢ ocze-
kiwana, obciazenie, wariancja estymatora

Point estimation of signal autocorrelation
function basing on digital measurement data

Abstract

In the paper there are discussed problems of estimation of expected value,
bias and variance of digital estimator of signals autocorrelation function.
It is shown that the autocorrelation function estimator is not consistent.
It is shown as well that density function compensates the delay of autocor-
relation function. This means that determination of bias and variance
of estimator basing on so-called moments is possible only in these points
of autocorrelation functions which are the mean square value of signal.
There are presented results of estimation of bias and variance of autocorre-
lation function digital estimator for selected class of signals. To perform
calculations there was designed dedicated multi-bit virtual correlator
of signals. The paper is divided into 3 chapters. In chapter 1 we give
a short introduction to the issues of this paper. In chapter 2 there are pre-
sented definitions of autocorrelation function, autocorrelation function
estimator of signal and quantized signal - Eq. (2-4). Next we calculated
an expected value of the estimator - Eq. (5, 6). There was calculated bias
of autocorrelation function digital estimator caused by quantization
Eq. (7). In the next part of paper there is shown that the signal distribution
density function compensates delay of autocorrelation function - Eq. (11).
Next we calculated mean square error of the estimator - Eq. (20).
Mean square error and variance from Eq. (17) allowed to evaluate
of the estimator consistency. Table 1 presents results of analysis of bias
and variance of autocorrelation function digital estimator for sinusoidal
signal with noise. There were analyzed following noise types: Gaussian,
uniform probability density function (PDF) and triangular PDF signal.
In chapter 3 research results are summarized. Obtained results proved
importance of research on autocorrelation function degradation caused
by quantization.

Keywords: autocorrelation function digital estimator, excepted value, bias,
variance of autocorrelation function

1. Wstep

Funkcje korelacyjne stanowa istotne i wazne narzedzie analizy
sygnatéw. Znajduja one zastosowanie w wielu dziedzinach nauki
i techniki: radioastronomii, medycynie, technice radarowe;j,
pomiarze predkosci, czy opdznien transportowych. Wsrdd funkcji
korelacyjnych wyr6zni¢ mozna funkcj¢ autokorelacji. Za pomoca
funkcji autokorelacji wyznacza¢ mozna tory pomiarowe sygna-
16w, mierzy¢ czasy opdznien oraz wykrywac i odtwarza¢ sygnaty
w szumie. Podstawowa 1 najwazniejsza zaleta funkcji
autokorelacji jest mozliwo$¢ uzyskiwania na jej podstawie

widmowej  ggstoSci mocy  opisujacej ogdlna  strukturg
czgstotliwosciowa  sygnatéw. Taka struktura pozwala na
zdobywanie informacji o zasadniczych charakterystykach

badanych uktadéw fizycznych. Funkcje widmowej ggstos¢ mocy
i autokorelacji zwiazane sa przeksztalceniem Fouriera [1].
Przeksztalcenie takie jest powszechnie i chgtnie stosowane
w cyfrowym przetwarzaniu sygnaléw. Realizacjami ggstosci
widmowej mocy sa widma mocy. Widma takie stosuje si¢ do
przeprowadzania analizy spektralnej sygnatow.

Funkcje autokorelacji uzyskuje si¢ za pomoca korelatorow
[2,3,4]. Najczgsciej stosowane korelatory to urzadzenia
nie bezpodstawnie wyposazone w przetworniki A/C o niskiej
rozdzielczoéci. Niska rozdzielczo§¢ przetwornika powoduje
zauwazalng degradacj¢ funkcji autokorelacji sygnatu. Autoréw
artykulu interesuje badanie wpltywu kwantowania oraz zakidcen
na doktadno$¢ pomiaru funkcji autokorelacji.

W artykule analizowane sa nie tylko podstawowe wlasnosci
cyfrowego estymatora funkcji autokorelacji. Oprécz okreslenia
obciazenia i zgodnosci estymatora, wyznaczona zostala réwniez
jego teoretyczna wariancja. Planowane jest zastosowanie takiej
wariancji do przeprowadzenia analizy niepewnosci wyniku
pomiaru funkcji autokorelacji.

2. Wartos¢ oczekiwana, obciazenie
i wariancja cyfrowego estymatora funkciji
autokorelacji sygnatow

Przyjmijmy, ze przetwornik A/C jest idealny w swoim dziataniu
i wszystkie mozliwe btedy w przedziale od —g/2 do ¢q/2
(g — krok kwantyzacji) beda réwnie prawdopodobne [5]. Ponadto
niech funkcja ggstosci prawdopodobienstwa biedu kwantyzacji e,

bedzie jednostajna, przy czym:

e, =X, X, (1)

gdzie x — sygnatl pierwotny, x, — sygnat skwantowany.
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Zdefiniujmy pojgcia dokladnej funkcji autokorelacji RX(Z')
sygnatu x oraz estymatoréw funkcji autokorelacji ﬁx(k) sygnatu
x i qu (k) skwantowanego sygnatu x, :

R, (z)= E[x(1)x(c +7)] @)

R0 =3 i) G
R 1) 3l @

=0
gdzie M to liczba probek, 7eR to przesunigcie funkcji
R(z), k=01,..M-1 to

estymatoréw funkcji autokorelacji kx (k) i Exq (k)

autokorelacji przesunigcie

W celu okreslenia obciazenia estymatora Exq (k) nalezy

w pierwszej kolejnosci wyznaczy¢é warto$¢ oczekiwang

estymatora R (k)
l&. ()=,

ZE[x z+k

Zwréémy uwagg, ze warto$¢ oczekiwana estymatora IQX (k) jest

= L MR K)=R.K). ©

dla 7=k réwna dokladnej funkcji autokorelacji R, (7) Zatem
estymator I§X (k) jest nieobciazony.

Pamigtajac, ze R ” (k) jest nieobciazony i korzystajac z definicji
btgdu kwantyzacji (1), mozna obliczy¢ warto$¢ oczekiwang
estymatora Exq (k) [6]:

ek, W)= &,

+—ZE[x l+k]
+—ZE[Xl+k ]+—ZE[ z+k]

Warto$¢ oczekiwana estymatora qu (k) jest dla 7=k rézna

(6)

od prawdziwej funkcji autokorelacji RX(T). Zatem estymator
ﬁxq (k) jest obciazony dodatkowa, wynikajaca z kwantowania

sktadowa. Mozna opisaé ja wzorem:

=—ZE[x 1+k]
+——§:Ehz+k ]+——§:E[ z+k]

Wyrazenie ze wzoru (7) mozna obliczy¢ na podstawie
momentéw sygnalu x oraz teorii kwantowania Widrowa [7].
Momenty sygnalu x wyznaczamy na podstawie odpowiadajacej

E[ jv,\] [8]
Mozna wykazaé, ze funkcja charakterystyczna odpowiadajaca
sygnalowi x kompensuje przesunigcie 7 funkcji autokorelacji.

)

temu sygnatowi funkcji charakterystycznej <I>

Jezeli dana bedzie pewna zmienna losowa o ggstosci g(t)
oraz majaca ciaglta pochodna, rdéznowartosciowa funkcja
x=f (t), te R opisujaca przebieg sygnalu x, to nowa zmienna
losowa, powstata po przeksztalceniu pierwotnej zmiennej losowe;j,
ma ggstosé [8]:

p(x)=g(rﬁ£ ®)

dx
Funkcja gestosci p(x) odpowiada sygnatowi x . Uwzglednia-

jacw x=f (t) przesunigcie 7 funkcji autokorelacji wyznaczamy
funkcjg¢ odwrotna do obwiedni sygnatu:

=flt+7)=r=f"(x)-7 )
Latwo zauwazy¢, ze:
d _d .,
— = . 10
ety (10)

Stad:

=g(r)%f‘l(x)(. (11)

Zatem funkcja p(x) skompensowata przesunigcie 7 funkcji
autokorelacji. Poniewaz funkcja charakterystyczna dDX(v)
obliczana jest jako transformata Fouriera funkcji ggstosci p(x),
to CI>x(v) réwniez kompensuje przesunigcie 7 .

Zgodnie z przedstawionymi powyzej wzorami funkcja
autokorelacji sygnalu moze by¢ obliczana na podstawie
momentéw, ale tylko w tych punktach, w ktérych wartos¢ funkcji
autokorelacji odpowiada¢ bgdzie momentowi drugiego rzedu
sygnatu x . W technice moment drugiego rz¢du nazywany jest
czgsto wartos$cia sredniokwadratowa sygnatu.

Rozwazmy przypadek szczegdlny dla przesunigcia k=0

funkcji autokorelacji. Obciazenie estymatora kxq (k) przyjmuje

wowczas posta¢ wzoru:

b =—ZE[x

= 2E[xe J+ E[ q]

. 1 M-1 2l
Wby kel

Sktadniki wzoru (12) mozna obliczy¢ na podstawie teorii
kwantowania Widrowa w nastgpujacy sposob [7]:

E[xe ]_%ii . * ( 1)1+1’ 13

£le;]-

y=

|-Q
[ )

&y
oo i 2

4q
Z [ ] + (14)

Wariancj¢ estymatora qu (k) mozna obliczy¢ z definicji

na podstawie wzoru:

Var[ﬁxq (k)]: E[(ﬁxq (k))z} -E? [ﬁxq (k)]. (15)

Zwr6émy uwagg, ze:

7 0F ==L 350, 00,6400, G G0 )
Stad [6]: o
Varlk, (0]~ 573 £, (0, (+K)x, (), (+))-

Przyjmujac warto$¢ przesunigcia funkcji autokorelacji k=0,
mozna obliczy¢ Var[ﬁxq (k)] na podstawie momentéw sygnatu.

Zgodnie ze wzorem (17) otrzymujemy:

varlR, 0= Y Y el

(18)
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Mozna kontynuowaé powyzsze wyprowadzenia. Korzystajac

z definicji bledu kwantyzacji e, otrzymujemy:

Var[ﬁxq (0)]=%(E[(x+eq Fl-22leve, ). a9

Bfad $redniokwadratowy Aj () EStymatora qu (k) jest réwny:
K

Az w =Var[§xq (k)] S (20)

Pamigtamy, ze bk ®) # 0. Oznacza to, ze blad $redniokwadra-
Xq

towy i wariancja estymatora qu (k) nie sa sobie réwne. Zatem

pomimo tego, ze dla M — oo wariancja Var[ﬁxq(k)] =0,

to badany estymator nie jest zgodny. Jezeli sygnat x kwantowany
bytby w przetworniku A/C o nieskonczenie duzej rozdzielczosci,

to funkcja autokorelacji Rx,, (k) zmierzataby stochastycznie

do prawdziwej funkcji autokorelacji R, (T) .

Obciazenie 1 wariancjg ze wzoréw (7) i (17) mozna oszacowaé
na podstawie skwantowanych préobek sygnatu i wzoréw
zamieszczonych w  pracach [2] 1 [3]. W tab. 1.
przedstawiono wyniki oszacowan obciazenia i wariancji
estymatora  funkcji  autokorelacji  sygnalu  sinusoidalnego
o amplitudzie A 1 czgstotliwosci f . Kwantowany sygnat

zakt6cano sygnatami losowymi o rozktadach: gaussowskim,
rOwnomiernym 1 trjkatnym. Do obliczen zastosowano
opracowany na potrzeby prowadzonych badan wirtualny korelator
sygnatéw [2, 3]. Parametry przetwarzania dobierano tak, aby nie
przekroczy¢ zakresu pomiarowego przetwornika A/C. Funkcjg
autokorelacji badano w punktach: k = 0; 0.1257’; 0.375T; 0.5T; T,

gdzie T jest okresem sygnalu sinusoidalnego. Zastosowano
3-bitowy przetwornik A/C. Ponadto przyjeto A=5V , f=1kHz,

M=10000, liczbg powtérzen eksperymentu N =10000 .

Tab. 1. Obciazenie i wariancja cyfrowego estymatora funkcji autokorelacji
badanych sygnatéw (Sin — sygnat sinusoidalny, sygnat losowy o rozktadzie:
G — gaussowskim, R — réwnomiernym, T — tréjkatnym)

Tab. 1. Bias and variance of autocorrelation function digital estimator
(Sin — sinusoidal signal, G — Gaussian signal, R — uniform PDF signal,
T — triangular PDF signal)

Sin SintG | SintR | SintT
Ekxq @ =b-107 v, \Zu-[kxq (k)] =Var-107 v*
k
; oo =1V A =3V Ar=voV
5 l; ‘75”' 5 ‘;‘ar l; ‘75”'
0 | 323 [-0266| 717 | 415 | 666 | 164 | 684
KT | 256 | 270 | 372 | 113 | 358 | 165 | 365
%7 | 256 | 291 | 327 | 116 | 306 | -169 | 316
WT | 453 | 438 | 517 | -170 | 499 | 236 | 503
T | 453 | 378 | 3.8 176 | 336 | 227 | 333

Korelator 3-bitowy daje w wyniku zauwazalne wartosci
obciazenia estymatora funkcji autokorelacji (tab. 1). Interesujace
jest, ze po pojawieniu si¢ w uzytecznym sygnale silnego
zaklécenia obciazenie wcale nie rosnie, ale jest efektywnie
tlumione. Korelator usrednia sygnat zakldcajacy i kompensuje
bledy wynikajace z kwantowania. Mozna spodziewaé sig,
ze w widmie mocy sygnatu nastapi obserwowalny zanik
sktadowych pochodzacych od btgdéw kwantyzacji i od sygnatu
zakt6cajacego.
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Podczas  przeprowadzania  eksperymentu  generowano
sygnaly losowe o zblizonej mocy [9]. Na tej podstawie mozna
dokona¢ poréwnania wptywu zaki6cenia na warto$¢ obciazenia
i wariancji cyfrowego estymatora funkcji korelacji. W tym
wzgledzie  zauwazalna  redukcja  obciazenia  nastgpila
po pojawieniu si¢ w uzytecznym sygnale zaktécenia w postaci

sygnatu losowego o rozktadzie gaussowskim (rzad 107 V?).
Pozostate sygnaty losowe daty wigksze oszacowania wartosci
obcigzenia (rzad 10722 ). Bez wzgledu na zastosowane
zaklécenie fluktuacje wariancji estymatora utrzymywaty si¢ na
staltym poziomie i przyjmowaty warto$ci rzedu 1072 v,

3. Wnioski

W artykule przedstawiono posta¢ cyfrowego estymatora funkcji
autokorelacji sygnatu. Pokazano, ze badany estymator obciazony
jest dodatkowa, wynikajaca z kwantowania sktadowa. Obliczajac
teoretyczna wariancj¢ i blad $redniokwadratowy estymatora
sprawdzono jego zgodnos¢. Prowadzone rozwazania pokazaly,
ze cyfrowy estymator funkcji autokorelacji nie jest zgodny.
Wykazano, ze funkcja gesto$ci kompensuje przesunigcie funkcji
autokorelacji. W takim przypadku okreSlenie, na postawie
momentéw, obcigzenia 1 wariancji estymatora mozliwe jest
jedynie w tych punktach funkcji autokorelacji, ktére odpowiadaja
wartosci Sredniokwadratowej sygnatu.

Badania eksperymentalne pokazaty, ze funkcja autokorelacji
sama nie oddziatuje na bledy wynikajace z kwantowania. Jezeli
jednak w uzytecznym sygnale pojawi si¢ zakltdcenie, to funkcja
autokorelacji moze nie tylko skutecznie je eliminowac,
ale poprzez wykonanie operacji u$rednienia potrafi efektywnie
zmniejsza¢ wartosci blgdéw powodowanych kwantowaniem.

Uzyskiwane z zastosowaniem bardzo szybkich kilkubitowych
korelator6w estymatory funkcji autokorelacji stosuje si¢
z powodzeniem do wyznaczania widm mocy sygnatéw. Widma
mocy w dziedzinie analizy spektralnej sa obecnie podstawowym
materialem badawczym m.in. astronoméw. Badanie powodowanej
kwantowaniem znaczacej degradacji funkcji autokorelacji jest
zatem szczegllnie wazne i zdaniem autoréw artykutu ciagle nie
traci na swojej aktualnosci.
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