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Streszczenie 

 

Niezbędnym elementem procesu projektowania systemów cyfrowych jest 

formalna weryfikacja projektów. W tym zakresie waŜne są algorytmy 

częściowej eksploracji przestrzeni stanów. Tematem artykułu jest opis i 

porównanie dwóch podstawowych metod takiej eksploracji: podejścia 

zbiorów uporczywych i współbieŜnej symulacji. Jako model formalny 

wybrane zostały sieci Petriego. Wnioski dotyczą określenia rodzajów sieci, 

dla analizy których zalecane jest stosowanie kaŜdego z tych podejść.  

 
Słowa kluczowe: sieci Petriego, model formalny, systemy dyskretne, 
eksploracja przestrzeni stanów, wykrywanie zakleszczeń 

 

Analysis of Parallel Discrete Systems:  
Persistent Sets vs. Concurrent Simulation 

 

Abstract 

 

Formal verification is one of the necessary steps of the process of digital 
system design. It is especially important for the parallel systems, such as 
digital control systems, because wrong interaction between concurrent 
processes may lead to the undesirable situations, which are difficult to 
predict. Full exploration of state space presents a complete picture of 
system behaviour, but such exploration is not practically possible for the 
large systems. That is the reason, why algorithms of partial state space 
exploration are important in practice. In this paper two basic methods of 
such exploration are described and compared: persistent set approach and 
concurrent simulation approach. We use Petri nets as the main model of a 
parallel discrete system. In the first section we present an introduction. The 
second section presents basic definitions of Petri nets and related notions. 
Section 3 is dedicated to persistent set approach and its concretization, the 
stubborn set method. It describes the approach, its main possibilities and 

main related theorems. Fourth section describes concurrent simulation 
approach and its theoretical background. Section 5 presents experimental 
results, which demonstrate reducing of the explored state space by two 
algorithms implementing the described approaches. The last section con-
tains discussion on comparison of the methods and the conclusions. The 
recommendations on applying both approaches to different kinds of nets 
are formulated. 
 

Keywords: Petri nets, formal model, discrete systems, deadlock detection 

 

1. Wstęp 
 

Model formalny, opisujący system cyfrowy, abstrahuje od pew-

nych szczegółów jego struktury i zachowania; mimo to, analiza 

takich modeli dostarcza istotnych informacji o systemie i pozwala 

wykryć niektóre błędy projektowe. Raczej nie da się w całości 

sformalizować wszystkich wymagań do projektu, bo wstępnie one 

są opisywane w języku naturalnym; ale znaczną ich część moŜna 

formalnie opisać oraz sprawdzić, czy system im odpowiada.  

W przypadku systemów współbieŜnych istotna jest analiza po-

prawności wzajemnego oddziaływania współbieŜnych procesów, 

które zachodzą w systemie. Pewne rodzaje wzajemnego zakłóce-

nia ich działania albo nie powinny zachodzić w dobrze zbudowa-

nym systemie wcale, albo nie powinny się zdarzać poza określo-

nymi sytuacjami. Tego rodzaju właściwości systemu mogą być 

wykrywane za pomocą metod analizy formalnej.  

Analiza współbieŜnych systemów dyskretnych, takich jak sys-

temy sterowania logicznego, w duŜej mierzy sprowadza się do 

analizy sieci Petriego, opisujących ich strukturę. Dotyczy to za-

równo specyfikacji bezpośrednio bazujących na sieci Petriego, jak 

i innego rodzaju specyfikacji, które jednak mogą być modelowane 

przez sieci Petriego. Analiza sieci Petriego w tych zastosowaniach 

polega głównie na sprawdzeniu, czy sieć jest Ŝywa, bezpieczna 

i powtarzalna (poprawnie zbudowana), lub znalezieniu osiągal-

nych zakleszczeń albo stwierdzeniu, Ŝe takowych nie ma. Innym 

często spotykanym zadaniem analizy jest analiza osiągalności, 

czyli sprawdzenie, czy dane znakowanie jest osiągalne. 

Choć istnieje wiele metod analizy sieci Petriego, najwięcej wie-

dzy o zachowaniu systemu daje eksploracja przestrzeni stanów. 

Rozmiar takiej przestrzeni zaleŜy od rozmiaru sieci w sposób 

wykładniczy, co oznacza, Ŝe juŜ analiza sieci o rozmiarze kilku-

dziesięciu miejsc i tranzycji metodą „brute force” moŜe sprawiać 

duŜe trudności. Dlatego powstało wiele algorytmów częściowej 

eksploracji przestrzeni stanów, w której ilość zbadanych stanów 

moŜe być wielokrotnie mniejsza, niŜ ilość stanów osiągalnych. 

Ogólnie moŜna powiedzieć, Ŝe metody częściowej analizy prze-

strzeni stanów w róŜny sposób postępują ze zjawiskiem przeplotu. 

Zjawisko to polega na tym, Ŝe istnienie w systemie kilku współ-

bieŜnych procesów powoduje istnienie duŜej liczby osiągalnych 

globalnych stanów, z których większość, z reguły, nie jest istotna 

dla analizy zachowania systemu. Oto prosty przykład: niech sieć 

ma dwie współbieŜne gałęzie i nie ma Ŝadnej synchronizacji mię-

dzy nimi; niech kaŜda gałąź ma n stanów. Łącznie osiągalnych 

stanów jest n2, ale globalny stan końcowy ewolucji sieci byłby ten 

sam, gdyby kaŜda z gałęzi została symulowana osobno, a w trak-

cie takiej symulacji starczyłoby zbadać tylko 2n stanów. Takie 

podejście moŜna rozszerzyć na duŜo ogólniejsze przypadki. 

 

2. Sieci Petriego 
 

Sieć Petriego definiuje się jako czwórkę uporządkowaną 

Σ=(P,T,F,M0), gdzie: P – skończony zbiór miejsc, T – skończony 

zbiór tranzycji (P ∩ T = ∅), F ⊂ (P×T) ∪ (T×P), M0 –znakowanie 

początkowe. Sieć Petriego moŜe być przedstawiona jako dwu-

dzielny graf skierowany (Rys. 1).  

Stan sieci Petriego, nazywany znakowaniem, jest funkcją 

M: P → N ∪{0}. Znakowanie moŜe być przedstawiono poprzez 

znaczniki, które mogą się znajdować w miejscach sieci. Miejsce, 

w którym znajduje się co najmniej jeden znacznik, nazywa się 

oznakowanym. Jeśli wszystkie wejściowe miejsca tranzycji są 

oznakowane, to taka tranzycja jest aktywna i moŜe zostać wyko-

nana. Wykonanie tranzycji zabiera jeden znacznik z kaŜdego z 

miejsc wejściowych i dodaje jeden znacznik do kaŜdego z miejsc 

wyjściowych tranzycji. Zakleszczeniem (ang. deadlock) nazywa 

się znakowanie, w którym Ŝadna tranzycja nie jest aktywna. 

Sieć jest Ŝywa, jeŜeli dla kaŜdej tranzycji t, z kaŜdego znakowa-

nia osiągalnego ze znakowania M0, jest osiągalne znakowanie, 

w którym tranzycja t moŜe zostać wykonana. Sieć jest bezpieczna, 

jeśli w kaŜdym z osiągalnych znakowań Ŝadne miejsce nie zawie-

ra więcej niŜ jeden znacznik. Sieć jest ograniczona, jeśli istnieje 

granica górna ilości znaczników w kaŜdym miejscu sieci dla 

wszystkich osiągalnych znakowań. Sieć jest powtarzalna, jeśli 

znakowanie M0 jest osiągalne z kaŜdego osiągalnego znakowania. 

Sieć Petriego jest nazywana s-siecią, jeśli w znakowaniu M0 

zawiera ona tylko jeden znacznik. Sieć Petriego jest nazywana 

rozszerzoną siecią swobodnego wyboru (EFC-siecią), jeŜeli do-

wolne dwa miejsca sieci, które mają wspólna tranzycję wyjściową, 

mają równe zbiory tranzycji wyjściowych. Sieć Petriego jest 
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nazywana α-siecią, jeśli jest ona EFC-siecią i jednocześnie s-

siecią. 
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Rys. 1.  Sieć Petriego (wzięta z [1]) 

Fig. 1.  A Petri net (taken from [1]) 

 

3. Zbiory uporczywe 
 

Największą rodziną metod częściowej analizy przestrzeni sta-

nów są metody zbiorów uporczywych (ang. persistent set met-

hods). Zbiorem uporczywym (ang. persistent set) [2] tranzycji 

w znakowaniu M nazywa się taki zbiór TP aktywnych tranzycji, Ŝe 

dla kaŜdej moŜliwej sekwencji Mt1M1t2M2…Mn-1tnMn, składającej 

się tylko z tranzycji nie naleŜących do TP, tn w Mn-1 jest niezaleŜny 

od wszystkich tranzycji naleŜących do TP (gdzie tranzycje nieza-

leŜne to są tranzycie, które nie mogą aktywować i dezaktywować 

siebie nawzajem; szczegóły patrz w [2]). 

Twierdzenie 1. [2] Eksploracja stanów, przy której w kaŜdym 

z eksplorowanych stanów są symulowane tylko tranzycie naleŜące 

do jednego z uporczywych zbiorów, pozwala osiągnąć kaŜde z 

zakleszczeń, osiągalnych w systemie. 

Za najbardziej zaawansowaną metodę z rodziny zbiorów upo-

rczywych jest uwaŜana metoda zbiorów upartych (ang. stubborn 

set method) A. Valmariego. 

Zbiorem upartym (ang. stubborn set) [3], [4], [5] TS  tranzycji 

sieci Petriego w znakowaniu M jest taki zbiór TS, Ŝe: (1) kaŜda 

nieaktywna tranzycja w TS ma takie nieoznakowane miejsce wej-

ściowe p, ze wszystkie wejściowe tranzycie miejsca p naleŜą do 

TS; (2) Ŝadna aktywna tranzycja, naleŜąca do TS, nie ma wspól-

nych miejsc wejściowych z tranzycją z poza TS (aktywną lub 

nieaktywną); (3) TS zawiera aktywną tranzycję. 

Twierdzenie 2. [2] Zbiór wszystkich aktywnych tranzycji, nale-

Ŝących do zbioru upartego, jest zbiorem uporczywym. 

Definicja zbioru upartego jest konstruktywną, więc z definicji 

tej i z twierdzenia 2 wynika, ze metoda zbiorów upartych daje 

moŜliwość prostego obliczenia zbiorów uporczywych. PoniŜej 

pod skrótem ZGO jest rozumiany zredukowany graf osiągalności, 

skonstruowany przy pomocy metody zbiorów upartych.  

Twierdzenie 3. [3], [4], [5] ZGO zawiera wszystkie zakleszcze-

nia danej sieci osiągalne ze znakowania początkowego. 

Jak widać z powyŜszego, metoda zbiorów upartych pozwala 

wykryć wszystkie osiągalne zakleszczenia. W niektórych przy-

padkach jej moŜliwości okazują się większe. PoniŜej są przedsta-

wione niektóre autorskie rezultaty dotyczące wykorzystania meto-

dy zbiorów upartych w analizie formalnej. 

Twierdzenie 4. [6], [7], [8] Silnie spójna α-sieć jest Ŝywą 

i bezpieczną wtedy i tylko wtedy, gdy jej ZGO jest grafem silnie 

spójnym i zawiera więcej niŜ jeden wierzchołek.  

Oznacza to, Ŝe metoda zbiorów upartych pozwala sprawdzić, 

czy dana α-sieć jest poprawnie zbudowana. Sieci naleŜące do 

klasy α, są typowe dla zastosowań w sterowaniu logicznym. 

Szczegóły analizy takich sieci są opisane w [6].  

Twierdzenie 5. [9] Ograniczona s-sieć jest Ŝywa wtedy i tylko 

wtedy, gdy jej ZGO jest grafem silnie spójnym i dla kaŜdej tran-

zycji sieci ZGO zawiera co najmniej jeden odpowiadający jej łuk. 

Twierdzenie 6. [7], [9] ZGO ograniczonej sieci Petriego zawiera 

znakowanie, z którego nie jest osiągalne Ŝadne zakleszczenie, 

wtedy i tylko wtedy, gdy pełny graf osiągalności sieci zawiera 

takie znakowanie. 

Sprawdzenie takiej właściwości jak istnienie stanów, z których 

nie jest osiągalne Ŝadne zakleszczenie, moŜe być prawie tak samo 

przydatne w praktyce, jak i wyznaczenie osiągalnych zakleszczeń. 

Na przykład, jeśli sieć opisuje zachowanie systemu, który powi-

nien mieć stan terminalny, stwierdzenie, Ŝe moŜe zaistnieć sytu-

acja, w której Ŝaden z takich stanów nie jest osiągalny, oznacza 

wykrycie błędu polegającego na moŜliwości zapętlenia się. 

Rys. 2 przedstawia zastosowanie metody zbiorów upartych dla 

sieci z Rys. 1, będącej s-siecią. Pełny graf osiągalności tej sieci 

zawiera 29 znakowań. 
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Rys. 2.  ZGO dla sieci z Rys. 1  

Fig. 2.  RRG for the net from Fig. 1  

 

4. Symulacja współbieŜna 
 

Innym podejściem do częściowej eksploracji przestrzeni sta-

nów jest symulacja współbieŜna. WspółbieŜna symulacja równieŜ 

pozwala unikać zjawiska przeplotu, ale w zasadniczo inny sposób.  

Zasada symulacji maksymalnie współbieŜnej (ang. maximally 

concurrent) została przedstawione w pracy [10]: „Zawsze wybie-

raj maksymalny zbiór niezaleŜnych tranzycji”. Niestety, taka 

metoda nie zawsze wykazuje wszystkie osiągalne zakleszczenia. 

Zaawansowany algorytm współbieŜnej symulacji został przedsta-

wiony w pracy [10]. Algorytm ten wykrywa wszystkie osiągalne 

zakleszczenia, ale moŜe być zastosowany tylko dla takich sieci, 

które mogą być pokryte przez składowe automatowe. 

PoniŜsze twierdzenie opisuje inny sposób współbieŜnej symula-

cji sieci, który to sposób pozwala znaleźć wszystkie osiągalne 

zakleszczenia ograniczonej sieci o dowolnej strukturze. 

Twierdzenie 7. [12] Niech dla danej sieci Petriego 

w znakowaniu M U = {TP1, TP2, …, TPn} jest zbiorem parami 

rozłącznych zbiorów uporczywych. Symulacja w kaŜdym 

z eksplorowanych znakowań kaŜdego z kroków 

),...,,( 21

k

n

kk

k ttt=∆ , gdzie Pi

k

i Tt ∈
, pozwala osiągnąć kaŜde 

z osiągalnych zakleszczeń danej sieci. 
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Z twierdzenia 7 wynika miedzy innymi, Ŝe maksymalnie współ-

bieŜna symulacja pozwala wykrywać wszystkie osiągalne zaklesz-

czenia w ograniczonych EFC-sieciach, poniewaŜ w takich sieciach 

dla kaŜdego znakowania, w którym są aktywne tranzycje, istnieją 

takie parami rozłączne zbiory uporczywe, Ŝe w kaŜdym zbiorze 

aktywnych niezaleŜnych tranzycji dokładnie jedna tranzycja bę-

dzie naleŜeć do jednego z tych zbiorów uporczywych. 

Rys. 4 przedstawia graf, który moŜe być skonstruowany dla sie-

ci, przedstawionej na Rys. 1, przy pomocy symulacji opisanej 

przez twierdzenie 7. 
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Rys. 4.  Graf skonstruowany dla sieci z Rys. 1 zgodnie z procedurą, opisaną 

w twierdzeniu 7 

Fig. 4.  A graph constructed for the net from Fig. 1 according to the method de-

scribed by Theorem 7  

 

5. Wyniki eksperymentów 
 

W ramach pracy magisterskiej [13], której promotorem był au-

tor, zostały zaimplementowane metody upartych zbiorów, symu-

lacji współbieŜnej oraz pełnej eksploracji przestrzeni stanów. 

Zostały one zastosowane do szeregu sieci Petriego. Wyniki tych 

eksperymentów przedstawione są w tabeli 1. Kolumna „Parame-

try” przedstawia ilość miejsc × ilość tranzycji sieci. Trzy ostatnie 

kolumny podają ilość znakowań w grafach osiągalności, skonstru-

owanych przez algorytmy pełnej eksploracji przestrzeni stanów, 

upartych zbiorów i symulacji współbieŜnej (wg. twierdzenia 7), 

odpowiednio. 

 
Tab. 1.  Porównanie ilości znakowań, zbadanych przez opisane metody 

Tab. 1.  Comparison of number of markings explored by the described methods 

 

№ Parametry 
Osiągalne 

znakowania 
Uparte zbiory 

Symulacja 

współbieŜna 

1 5×3 7 7 7 

2 9×8 14 7 6 

3 11×7 36 12 6 

4 16×13 78 14 8 

5 19×12 53 48 50 

6 26×26 514 72 28 

7 10×10 17 9 8 

8 9×8 13 7 6 

9 20×18 19 15 14 

10 30×28 28 25 24 

11 30×20 21 18 16 

 

6. Wnioski 
 

Zarówno z badań teoretycznych, jak i eksperymentalnych, wy-

nika, Ŝe obydwie metody okazują się skuteczne dla tego samego 

rodzaju sieci. Są to sieci duŜe, o znacznym stopniu rozgałęzienia i 

znacznym stopniu niezaleŜności współbieŜnych procesów. Spo-

śród takich sieci zdarzają się przykłady, z którymi jedna z tych 

metod radzi sobie znacznie lepiej od drugiej. W najgorszym przy-

padku jednak obydwie metody są wykładnicze czasowo i pamię-

ciowo. Przy czym łatwo moŜna podać przykład, dla którego meto-

da współbieŜnej symulacji okazuje się wykładnicza pamięciowo, 

metoda zbiorów upartych zaś – liniowa; odwrotny przykład naj-

prawdopodobniej nie istnieje. Dla sieci, dla których metoda zbio-

rów upartych okazuje się mało skuteczna, symulacja współbieŜna 

z reguły pozwala nieznacznie dodatkowo zredukować przestrzeń 

badanych stanów, ale stosowanie współbieŜnej symulacji dla 

takich sieci raczej się nie opłaca ze względu na większą czaso-

chłonność tej metody.  

Im mniej sieć ma konfliktów, tym lepiej metoda symulacji 

współbieŜnej redukuje przestrzeń stanów w porównaniu z metodą 

zbiorów upartych. Z tego wynika, Ŝe metoda symulacji współ-

bieŜnej okazuje się najskuteczniejszej dla sieci, naleŜących do 

klasy grafów synchronizacji [14] (sieć № 4 z przedstawionego 

zestawu eksperymentów). 

Istotną zaletą symulacji współbieŜnej jest to, Ŝe nie występuje w 

niej tak zwany problem ignorowania (ang. ignoring problem), 

stanowiący główną przeszkodę w zastosowaniu podejścia upo-

rczywych zbiorów do rozwiązywania zadań analizy sieci innych, 

niŜ wykrywanie zakleszczeń [4], [5]. Problem ten polega na moŜ-

liwości stałego ignorowania aktywnych tranzycji, nienaleŜących 

do konstruowanych uporczywych zbiorów. Dlatego teŜ dalszym 

etapem badań będzie analiza przydatności symulacji współbieŜnej 

do sprawdzania innych właściwości współbieŜnych systemów 

dyskretnych. Są podstawy przypuszczać, Ŝe redukcja przestrzeni 

stanów, dokonywana przy pomocy tej metody, zachowuje Ŝywot-

ność sieci, pojedynczych tranzycji i miejsc, oraz livelocks (termi-

nalne silnie spójne składowe grafów osiągalności). 
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