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Streszczenie 
 

Artykuł przedstawia problematykę obliczania wartości oczekiwanej, 

obciąŜenia i wariancji cyfrowego estymatora wartości średniej sygnałów 

przypadkowych. W rzeczywistych sytuacjach pomiarowych estymacja 

obciąŜenia i wariancji, wymaga najczęściej wielokrotnego powtarzania 

eksperymentu pomiarowego. Nie są przy tym sformułowane kryteria 

dotyczące dokładności prowadzonych oszacowań. Zaprezentowane  

w pracy wzory omijają problem niejednoznaczności oszacowań i umoŜli-

wiają, na podstawie momentów, obliczenie obciąŜenia i wariancji cyfro-

wego estymatora wartości średniej sygnałów.  

 
Słowa kluczowe: cyfrowy estymator wartości średniej, wartość oczekiwa-
na, obciąŜenie, wariancja estymatora 

 

Point estimation of mean value digital  
estimator of random signals 

 

Abstract 

 

In the paper there is discussed problem of estimation of expected value, 

bias and variance of mean value digital estimator of random signals.  

In real measurement tasks the estimation of variance and bias values 

requires numerous repetitions of measurement experiments. Moreover 

there are no clear criterions of estimation accuracy. Equations formulated 

in this paper allow to pass over the estimation uncertainty problem  

and allow to calculate bias and variance of digital estimator of mean value 

signals basing on so called moments. The paper is divided into 4 chapters. 

In chapter 1 we give a short introduction to the issues of this paper.  

In chapter 2 there is given definition of digital estimator of mean value 

signal. Expected value of the estimator is calculated – Eq. (2). On the basis 

of Eq. (2) the bias caused by quantization is given by Eq. (4). The variance 

Eq. (7) and mean square error Eq. (8) was given as well. This allowed  

to evaluate the consistency estimator. The variance of the mean value  

Eq. (13) was given, basing on the Widrow theory of quantization  

Eq. (10-12). In the next chapter there was presented an example  

of determining the bias – Eq. (17) and variance Eq. (20) of mean value 

digital estimator of Gaussian signal. The characteristic function of the 

Gaussian signal is given by Eq. (15). Table 1. presents result of calcula-

tions of mean value variance for varying signal amplitude and increasing 

A/D resolution. Chapter 4 summarizes research that resulted in presented 

equations. There are discussed potential applications of obtained  

expressions, applying to evaluation of measurement result uncertainty  

of the most important signal parameters.  

 

Keywords: mean value digital estimator, excepted value, bias,  

variance of mean value 

 

1. Wstęp 
 

Pojęcie estymacji jest równoznaczne z pojęciem oceny lub 

oszacowania. Do oszacowywania ciągu wartości stosuje się trzy 

miary statystyczne. Są to wartość średnia, wariancja i odchylenie 

standardowe. Obliczenie wartości średniej ma znaczenie,  

z co najmniej trzech podstawowych powodów. Po pierwsze  

wartość średnia stanowi podstawową miarę tendencji i rozrzutu 

zmiennej losowej, jej obliczanie wymagane jest w najbardziej 

podstawowych zastosowaniach. Po drugie parametr ten moŜe być 

podstawą do oceny stacjonarności sygnału. Po trzecie wartość 

średnia moŜe być uzyskana w sposób pośredni z innych  

parametrów sygnałów [1]. Obliczanie wariancji ma niebagatelne 

znaczenie w procesie badania własności sygnałów. Za pomocą 

wariancji badać moŜna zgodność estymatorów, mierzyć skutki 

błędów kwantyzacji i uŜyteczność algorytmów uśredniania  

sygnału. Wariancja utoŜsamiana ze zróŜnicowaniem zbiorowości 

daje pojęcie, w jakim zakresie wartości skupione w ciągu  

fluktuują wokół wartości średniej ciągu i dostarcza dobrze  

zdefiniowanej miary ilościowej tych fluktuacji [2]. Obliczając 

pierwiastek kwadratowy z wariancji otrzymujemy odchylenie 

standardowe. W metrologii odchylenie standardowe stosuje się do 

określenia innej waŜnej wielkości nazywanej niepewnością  

pomiaru [3]. 

W artykule przedstawiono zaleŜność matematyczną  

umoŜliwiającą obliczenie wartości średniej sygnału losowego 

skwantowanego w przetworniku A/C typu zaokrąglającego  

o idealnej charakterystyce kwantowania. Obliczono wartość  

oczekiwaną tak zdefiniowanego estymatora. Następnie  

wyznaczono jego obciąŜenie i wariację. Na podstawie wariancji  

i błędu średniokwadratowego estymatora oceniono jego zgodność. 

W charakterze przykładu zaprezentowano wyniki obliczeń  

obciąŜenia i wariancji cyfrowego estymatora wartości średniej 

sygnału losowego o rozkładzie gaussowskim. 

 

2. Wartość oczekiwana, obciąŜenie  
i wariancja cyfrowego estymatora wartości 
średniej sygnałów przypadkowych 

 

Niech przetwornik A/C będzie idealny w swoim działaniu  

i wszystkie moŜliwe błędy pomiędzy 2/q−  a 2/q   

( q – krok kwantowania) będą równie prawdopodobne. Ponadto 

niech funkcja gęstości prawdopodobieństwa błędu kwantyzacji qe  

będzie jednostajna, przy czym: 

 

 ,nne qq −=  (1) 

 

gdzie n – sygnał pierwotny, qn – sygnał skwantowany.  

Estymator qn
~

 prawdziwej wartości średniej µ  moŜna  

oszacować na podstawie skwantowanych i nieskorelowanych 

próbek sygnału qn  zgodnie ze wzorem: 
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gdzie M  to liczba próbek sygnału. 

Estymator qn
~

 moŜna rozumieć jako statystykę zmiennych  

losowych odpowiadających poszczególnym próbkom sygnału qn . 

Takie zmienne mają jednakowy rozkład prawdopodobieństwa, 

identyczny z rozkładem całej populacji. Statystyka qn
~

 sama teŜ 

jest zmienną losową. To waŜne spostrzeŜenie pozwala na  

obliczenie wartości oczekiwanej estymatora ze wzoru (2).  

Korzystając z definicji błędu kwantyzacji qe  otrzymujemy: 
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Jak wynika ze wzoru (3) estymator qn
~

 jest obciąŜony dodat-

kową, wynikającą z kwantowania składową, równą [ ]qeE .  

PoniewaŜ wpływ próbkowania jest pomijany jedynym źródłem 

błędu jest sytuacja, w której [ ] 0≠qeE . Błąd ten moŜna opisać  

wzorem [4]: 

 [ ] .~ qn
eEb

q
=  (4) 

 

Wariancję estymatora qn
~

 moŜna obliczyć z definicji  

na podstawie wzoru: 
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MoŜna zauwaŜyć, Ŝe: 
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Uwzględniając zaleŜności (3) i (6) we wzorze (5) otrzymujemy: 

 

 [ ] [ ] [ ]( ).1~ 22
qqq nEnE

M
nVar −=  (7) 

 

Korzystając ze wzorów (3) i (6) moŜna obliczyć błąd średnio-

kwadratowy 2
~

qn
∆  estymatora qn

~
: 
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Wariancja [ ]qnVar
~

 i błąd średniokwadratowy 2
~

qn
∆  są róŜne. 

Pomimo, Ŝe dla rosnącej liczby próbek M  wariancja ze wzoru (7) 

szybko maleje i dla ∞→M  przyjmuje wartość równą zero,  

to qn
~

 nie jest estymatorem zgodnym. JeŜeli sygnał n   

kwantowany byłby w przetworniku o nieskończenie duŜej  

rozdzielczości B  to estymator qn
~

 zdąŜałby stochastycznie  

do prawdziwej wartości średniej µ . 

Uwzględniając definicję błędu kwantyzacji qe  we wzorze (7) 

otrzymujemy: 

 

 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( )( ).2
1~ 222

qqqq eEnEeEneEnE
M
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Momenty pierwszego i drugiego rzędu błędu kwantyzacji qe  

oraz wyraŜenie korelacyjne wiąŜące sygnał n  i błąd kwantyzacji 

qe  moŜna obliczyć na podstawie wzorów [4]: 
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gdzie ( ) [ ]jvn
n eEv =Φ jest funkcją charakterystyczną odpowiada-

jącą sygnałowi n  [5, 6]. 

WyraŜenia [ ]nE  i [ ]2
nE  to momenty zwykłe pierwszego  

i drugiego rzędu. W technice nazywane są one odpowiednio  

wartością średnią i średniokwadratową sygnału n . 

Uwzględniając wzory (10)-(12) we wzorze (9) otrzymujemy: 
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JeŜeli sygnał n  ma zerową wartość średnią µ  i odpowiada mu 

symetryczna funkcja charakterystyczna nΦ  to: 
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Na podstawie wzoru (13) i funkcji charakterystycznej nΦ   
odpowiadającej badanemu sygnałowi moŜna obliczyć wariację 

estymatora wartości średniej skwantowanego sygnału. 

 

3. Przykład 
 

W charakterze przykładu rozwaŜmy sygnał losowy n  o rozkła-

dzie gaussowskim i odchyleniu standardowym nσ . Sygnał n  

poddano konwersji A/C w przetworniku o rozdzielczości B .  

Badanemu sygnałowi odpowiada funkcja charakterystyczna  

postaci [5, 6]: 
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 ( ) .
225.0 nvjv

n eev
σµ −

=Φ  (15) 

 

Na podstawie (15) otrzymujemy pochodną funkcji nΦ : 

 

 ( ) ( ) ( ).2
vjvv nnn Φ+−=Φ µσ&  (16) 

 

Przyjmuje się w ogólności, Ŝe sygnał losowy n  o rozkładzie 

gaussowskim jest sygnałem o zerowej wartości średniej µ .  

PoniewaŜ funkcja nΦ  ze wzoru (15) jest symetryczna względem 

zerowej wartości średniej µ  to na podstawie (4) i (10) otrzymu-

jemy, Ŝe: 

 [ ] .0~ == qn
eEb

q
 (17) 

 

Wynikające z kwantowania obciąŜenie 
qn

b~  jest równe zero,  

a zatem estymator qn
~

 wartości średniej badanego sygnału jest 

nieobciąŜony.  

Kolejne momenty sygnału losowego n  o rozkładzie gaussow-

skim moŜna obliczyć ze wzorów [4]: 
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Korzystając z zaleŜności (18) otrzymujemy, Ŝe [ ] µ=nE   

oraz [ ] 222
nnE σµ += . Stąd na podstawie wzorów (15) i (16): 
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PoniewaŜ funkcja nΦ  ze wzoru (15) jest symetryczna  

względem zerowej wartości średniej µ  to wzór (19) upraszcza się 

do postaci: 
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Jak pokazano w punkcie 2 pracy, w ogólności wariancja 

[ ]qnVar
~

 nie jest równa błędowi 2
~

qn
∆ . JednakŜe dla badanego 

sygnału 0=µ  oraz 0=b . Ponadto dla ∞→M  wariancja 

[ ]qnVar
~

 ze wzoru (20) przyjmuje wartość równą zero. Oznacza to,  

Ŝe estymator qn
~

 wartości średniej sygnału jest nie tylko nieobcią-

Ŝony, ale i zgodny.  

W tab. 1 przedstawiono wyniki obliczeń wariancji cyfrowego 

estymatora wartości średniej sygnału losowego o rozkładzie gaus-

sowskim. Podczas obliczeń przyjęto 0001=M , 3=B , 

.2/3 1−= B
nq σ  Badania powtórzono dla 8=B . Zakres zmiany 

indeksu sumy we wzorze (20) ograniczono do 1 000. 

 
Tab. 1.  Wariancja cyfrowego estymatora wartości średniej sygnału losowego  

o rozkładzie gaussowskim 

Tab. 1.   Variance of mean value digital estimator of Gaussian PDF signal 
 

[ ] [ ]2~
VnVar q  

[ ]Vnσ  

3=B  8=B  

25.0  00655.0  00625.0  

5.0  0262.0  0250.0
 

75.0  0589.0  0563.0
 

0.1  105.0  100.0
 

 

Zwiększenie dyspersji sygnału powoduje zwiększenie rozrzutu 

wyników wokół wartości średniej. Obserwujemy wówczas wzrost 

wariacji. Jak pokazują wyniki obliczeń zamieszczone w tab. 1, 

zmiana odchylenia standardowego nσ  sygnału losowego  

o rozkładzie gaussowskim wywołuje oczekiwany wzrost wariancji 

estymatora qn
~

 wartości średniej sygnału qn . Co ciekawe, rosnąca 

rozdzielczość przetwornika w niewielkim stopniu kompensuje 

wzrost wariancji. Oznacza to, Ŝe powodowana kwantowaniem 

degradacja sygnału n  tylko nieznacznie wpływa na końcową 

wartość wariancji cyfrowego estymatora wartości średniej  

sygnału qn . Wpływu tego jednak nie moŜna zaniedbać podczas 

oceny niepewności wyniku pomiaru wartości średniej sygnału qn .  

 

4. Wnioski 
 

W artykule przedstawiono postać cyfrowego estymatora  

wartości średniej sygnału. Obliczono wartość oczekiwaną  

estymatora. Na tej podstawie wyznaczono wynikające  

z kwantowania obciąŜenie. W dalszej części artykułu  

przedstawiono zaleŜność matematyczną umoŜliwiającą obliczanie 

wariancji estymatora. Na tej podstawie oraz na podstawie błędu 

średniokwadratowego estymatora oceniono jego zgodności.  

Badany estymator okazał się nie tylko obciąŜony, nie był równieŜ 

estymatorem zgodnym. W rzeczywistych sytuacjach pomiarowych  

estymacja obciąŜenia i wariancji wymaga najczęściej  

wielokrotnego powtarzania eksperymentu pomiarowego. Nie są 

przy tym sformułowane kryteria dotyczące dokładności  

prowadzonych oszacowań. Przedstawione w pracy wzory omijają  

problem niejednoznaczności oszacowań i umoŜliwiają,  

na podstawie momentów, obliczenie obciąŜenia i wariancji  

estymatora wartości średniej skwantowanego sygnału. Wyniki 

badań zamieszczone w artykule są kluczowe podczas oceny  

niepewności wyniku pomiaru wartości średniej obliczanej  

na podstawie cyfrowych danych pomiarowych. To zagadnienie 

będzie przedmiotem dalszych badań autorów referatu. 
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