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Streszczenie

Artykul przedstawia problematyke obliczania warto$ci oczekiwanej,
obciazenia i wariancji cyfrowego estymatora wartosci $redniej sygnatéw
przypadkowych. W rzeczywistych sytuacjach pomiarowych estymacja
obciazenia i wariancji, wymaga najczesciej wielokrotnego powtarzania
eksperymentu pomiarowego. Nie sa przy tym sformutowane kryteria
dotyczace dokladnosci prowadzonych oszacowan. Zaprezentowane
W pracy wzory omijaja problem niejednoznaczno$ci oszacowan i umozli-
wiaja, na podstawie momentow, obliczenie obcigzenia i wariancji cyfro-
wego estymatora warto$ci $redniej sygnatow.

Stowa kluczowe: cyfrowy estymator wartosci $redniej, warto$¢ oczekiwa-
na, obcigzenie, wariancja estymatora

Point estimation of mean value digital
estimator of random signals

Abstract

In the paper there is discussed problem of estimation of expected value,
bias and variance of mean value digital estimator of random signals.
In real measurement tasks the estimation of variance and bias values
requires numerous repetitions of measurement experiments. Moreover
there are no clear criterions of estimation accuracy. Equations formulated
in this paper allow to pass over the estimation uncertainty problem
and allow to calculate bias and variance of digital estimator of mean value
signals basing on so called moments. The paper is divided into 4 chapters.
In chapter 1 we give a short introduction to the issues of this paper.
In chapter 2 there is given definition of digital estimator of mean value
signal. Expected value of the estimator is calculated — Eq. (2). On the basis
of Eq. (2) the bias caused by quantization is given by Eq. (4). The variance
Eq. (7) and mean square error Eq. (8) was given as well. This allowed
to evaluate the consistency estimator. The variance of the mean value
Eq. (13) was given, basing on the Widrow theory of quantization
Eq. (10-12). In the next chapter there was presented an example
of determining the bias — Eq. (17) and variance Eq. (20) of mean value
digital estimator of Gaussian signal. The characteristic function of the
Gaussian signal is given by Eq. (15). Table 1. presents result of calcula-
tions of mean value variance for varying signal amplitude and increasing
A/D resolution. Chapter 4 summarizes research that resulted in presented
equations. There are discussed potential applications of obtained
expressions, applying to evaluation of measurement result uncertainty
of the most important signal parameters.

Keywords: mean value digital estimator, excepted value, bias,
variance of mean value

1. Wstep

Pojecie estymacji jest réwnoznaczne z pojeciem oceny lub
oszacowania. Do oszacowywania ciagu warto$ci stosuje si¢ trzy
miary statystyczne. Sa to warto$¢ srednia, wariancja i odchylenie
standardowe. Obliczenie wartos$ci S$redniej ma znaczenie,
z co najmniej trzech podstawowych powodéw. Po pierwsze

warto$¢ $rednia stanowi podstawowa miarg tendencji i rozrzutu
zmiennej losowej, jej obliczanie wymagane jest w najbardziej
podstawowych zastosowaniach. Po drugie parametr ten moze by¢
podstawa do oceny stacjonarno$ci sygnatu. Po trzecie warto$¢
$rednia moze by¢ uzyskana w sposéb posredni z innych
parametréw sygnatéw [1]. Obliczanie wariancji ma niebagatelne
znaczenie w procesie badania wlasnosci sygnaléw. Za pomoca
wariancji bada¢ mozna zgodno$¢ estymatoréw, mierzy¢ skutki
blgdéw kwantyzacji i uzyteczno$¢ algorytméw usredniania
sygnatu. Wariancja utozsamiana ze zréznicowaniem zbiorowosci
daje pojgcie, w jakim zakresie wartosci skupione w ciagu
fluktuuja wokdt wartosci $redniej ciagu i dostarcza dobrze
zdefiniowanej miary iloSciowej tych fluktuacji [2]. Obliczajac
pierwiastek kwadratowy z wariancji otrzymujemy odchylenie
standardowe. W metrologii odchylenie standardowe stosuje si¢ do
okreS$lenia innej waznej wielko$ci nazywanej niepewnoscia
pomiaru [3].

W artykule  przedstawiono  zalezno$¢  matematyczng
umozliwiajaca obliczenie wartosci $redniej sygnatu losowego
skwantowanego w przetworniku A/C typu zaokraglajacego
o idealnej charakterystyce kwantowania. Obliczono warto$¢
oczekiwang tak  zdefiniowanego estymatora.  Nastgpnie
wyznaczono jego obciazenie i wariacj¢. Na podstawie wariancji
i bledu $redniokwadratowego estymatora oceniono jego zgodnos¢.
W  charakterze przyktadu zaprezentowano wyniki obliczen
obcigzenia i wariancji cyfrowego estymatora wartosci $redniej
sygnatu losowego o rozktadzie gaussowskim.

2. Wartos¢ oczekiwana, obcigzenie
i wariancja cyfrowego estymatora wartosci
sredniej sygnatow przypadkowych

Niech przetwornik A/C begdzie idealny w swoim dziataniu
i wszystkie mozliwe biedy pomigdzy —g/2 a g/2
(g — krok kwantowania) beda réwnie prawdopodobne. Ponadto
niech funkcja gestosci prawdopodobienstwa bledu kwantyzacji e,

bedzie jednostajna, przy czym:

e, =n,—n, @))]

gdzie n —sygnal pierwotny, n, — sygnat skwantowany.

Estymator 7,

oszacowa¢ na podstawie skwantowanych i nieskorelowanych
probek sygnatu n, zgodnie ze wzorem:
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prawdziwej wartosci S$redniej 4 mozna
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gdzie M to liczba prébek sygnatu.

Estymator ﬁq mozna rozumie¢ jako statystyk¢ zmiennych
losowych odpowiadajacych poszczeg6lnym probkom sygnatu n, .
Takie zmienne maja jednakowy rozktad prawdopodobienstwa,
identyczny z rozkladem calej populacji. Statystyka ﬁq sama tez

jest zmienna losowa. To wazne spostrzezenie pozwala na
obliczenie wartoéci oczekiwanej estymatora ze wzoru (2).
Korzystajac z definicji bledu kwantyzacji e, otrzymujemy:

el -t 3200 S -

:%(M E[nq]):E[n]+E[eq]=ﬂ+E[eq].

Jak wynika ze wzoru (3) estymator ﬁq jest obciazony dodat-

3

kowa, wynikajaca z kwantowania skladowa, réwna E[eq] .
Poniewaz wplyw prébkowania jest pomijany jedynym zrédiem
biedu jest sytuacja, w ktorej E[eq] #0. Btad ten mozna opisac
wzorem [4]:

b —Ee,]. @)

Wariancj¢ estymatora 7,

, Mmozna obliczy¢ z definicji

ekl o

na podstawie wzoru:

varli, I £] G, £, | -

Mozna zauwazy¢, ze:

M-1M-1
M2 Z():E[ ]+ = OIZ_;‘E[ V|- (6)
i#j

=L (el )+ (vt -1)E?[n, )=

=$(E[n§]—E2[nq])+ £, ]

Uwzgledniajac zaleznosci (3) i (6) we wzorze (5) otrzymujemy:

Var[ ]— E[ ] En ] (7

Korzystajac ze wzoréw (3) i (6) mozna obliczy¢ biad $rednio-

kwadratowy Azﬁ estymatora ﬁq :
q

- P -]
- E[(ﬁqﬂ— —2[neff, = ®)
=ﬁ(E[n§]—Ez[nq])+E2[eq].

Wariancja Var[ﬁq] i btad $redniokwadratowy Azﬁ sa rézne.
q

Pomimo, Ze dla rosnacej liczby prébek M wariancja ze wzoru (7)
szybko maleje i dla M — oo przyjmuje warto$¢ réwna zero,

to 1, nie jest estymatorem zgodnym. Jezeli sygnal n

kwantowany bylby w przetworniku o nieskonczenie duzej
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rozdzielczosci B to estymator n

, 2dazatby stochastycznie

do prawdziwej wartosci $redniej 4 .
Uwzgledniajac definicj¢ btedu kwantyzacji e, we wzorze (7)

otrzymujemy:

£l P) - ©

Momenty pierwszego i drugiego rzedu bledu kwantyzacji e,

Varli, ]_ (El2]+ 2, |+ Ele2]- (£

oraz wyrazenie korelacyjne wiazace sygnat n i btad kwantyzacji
e, mozna obliczy¢ na podstawie wzoréw [4]:

£le, - mch (2” Ji——.ll,J Ny (10)

j=—o00

i#0

-2 n[z” ]ﬂ"— (an

q 12

z¢0

Elpe, =2 Zfb (2”] ()i (12)

[——Lxx

i#0

gdzie ®,(v)=E [ ’V"] jest funkcja charakterystyczna odpowiada-
jaca sygna10w1 n [5, 6].

Wyrazenia E[n] i E[nZ] to momenty zwykle pierwszego
i drugiego rzedu. W technice nazywane sa one odpowiednio
wartoscig $rednia i Sredniokwadratowa sygnatu 7 .

Uwzgledniajac wzory (10)-(12) we wzorze (9) otrzymujemy:

Var[ =L [E[ ]+ —E2[n]+
ql;}—_l[( [?IJ(Z_HE[ ]J cp,{%”ijj+ (13)

i#0

[27,] (ujﬁi

47[ q ik

i=—ook=—0c0

i#0 k#0

Jezeli sygnal n ma zerowa warto$¢ §rednia 4 i odpowiada mu
symetryczna funkcja charakterystyczna @, to:

Var[ ]— E[ ]+2E[ne ]+E[ ])—
=$(E[n2]+%+ (14)

Na podstawie wzoru (13) i funkcji charakterystycznej &,

odpowiadajacej badanemu sygnalowi mozna obliczy¢ wariacjg
estymatora warto$ci $redniej skwantowanego sygnatu.

3. Przykiad

W charakterze przyktadu rozwazmy sygnat losowy n o rozkta-
dzie gaussowskim i odchyleniu standardowym o, . Sygnal n
poddano konwersji A/C w przetworniku o rozdzielczosci B .

Badanemu sygnalowi odpowiada funkcja charakterystyczna
postaci [5, 6]:
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D, (v)= e300, (15)

Na podstawie (15) otrzymujemy pochodna funkcji P, :

b, ()= (vo?+ juo, () (16)

Przyjmuje si¢ w ogdlnosci, ze sygnal losowy n o rozktadzie
gaussowskim jest sygnalem o zerowej wartosci $redniej 4.

Poniewaz funkcja &, ze wzoru (15) jest symetryczna wzglgdem
zerowej wartosci $redniej 4 to na podstawie (4) i (10) otrzymu-
jemy, ze:
b- =Ele,] =o0. a7
q

Wynikajace z kwantowania obciazenie b= jest réwne zero,
q

a zatem estymator 7, wartoSci $redniej badanego sygnalu jest

nieobcigzony.
Kolejne momenty sygnatu losowego n o rozkladzie gaussow-
skim mozna obliczy¢ ze wzoréw [4]:

Eln]=p,

Bl 43,

E[n3]:,u3 +3uc;, (18)
E[n4]= ut+6p’or +30,,

Korzystajac z zaleznosci (18) otrzymujemy, ze E| [n]z Y7
oraz E[nZ] =ﬂ2 +6,% . Stad na podstawie wzoréw (15) i (16):

-2
1o,
+_ —_—
12\ ¢

Var[ﬁq]zﬁof 1

% =05 2751‘&] jamit o )
+23 1fe [ 1) e (27”' j +1 ]+ (19)
i#0
-2 o, 2‘2 2| (M
1 o, © = —OAS(zn#] (z +k ) jZn(Hk}; (_1)141{
+F[ p ] i;ck;e e ik .
i#0 k=0

Poniewaz funkcja &, ze wzoru (15) jest symetryczna

n
wzgledem zerowej wartosci Sredniej 4 to wzor (19) upraszcza sig
do postaci:

Var[ﬁq ]=$O’3 1+é(0; ]‘2

2
< ‘ 70.5(27[1'&] -2
+2) (-1)e ‘ (2711' 0"] +1
i=1 q

(20)

Jak pokazano w punkcie 2 pracy, w ogdélnosci wariancja

Var| ﬁq nie jest réwna bigdowi A% . Jednakze dla badanego
q

sygnalu @ =0 oraz b=0. Ponadto dla M — o wariancja

Var| r:zq] ze wzoru (20) przyjmuje warto$¢ réwna zero. Oznacza to,

Ze estymator ﬁq wartosci §redniej sygnatu jest nie tylko nieobcia-
zony, ale 1 zgodny.

W tab. 1 przedstawiono wyniki obliczen wariancji cyfrowego
estymatora wartos$ci $redniej sygnatu losowego o rozkladzie gaus-
sowskim. Podczas obliczen przyjgto M =1000, B=3,
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q=30, /2% Badania powtérzono dla B=8. Zakres zmiany
indeksu sumy we wzorze (20) ograniczono do 1 000.
Tab. 1. Wariancja cyfrowego estymatora warto$ci $redniej sygnatu losowego

o rozktadzie gaussowskim
Tab. 1. Variance of mean value digital estimator of Gaussian PDF signal

_ V‘”h] [Vz]
B=3 B=8
0.25 0.00655 0.00625
0.5 0.0262 0.0250
0.75 0.0589 0.0563
1.0 0.105 0.100

Zwigkszenie dyspersji sygnatu powoduje zwigkszenie rozrzutu
wynikéw wokot wartosci $redniej. Obserwujemy wowczas wzrost
wariacji. Jak pokazuja wyniki obliczen zamieszczone w tab. 1,

zmiana odchylenia standardowego o, sygnalu losowego

o rozktadzie gaussowskim wywotuje oczekiwany wzrost wariancji

estymatora n,

rozdzielczo$¢ przetwornika w niewielkim stopniu kompensuje
wzrost wariancji. Oznacza to, ze powodowana kwantowaniem
degradacja sygnalu n tylko nieznacznie wptywa na koncowa
warto$¢ wariancji cyfrowego estymatora wartosci S$redniej
sygnalu n, . Wplywu tego jednak nie mozna zaniedbaé podczas

wartosci $redniej sygnatu n, . Co ciekawe, rosnaca

oceny niepewnosci wyniku pomiaru warto$ci Sredniej sygnatu n, .

4. Wnioski

W artykule przedstawiono posta¢ cyfrowego estymatora
wartosci  $redniej sygnalu. Obliczono warto$¢ oczekiwang
estymatora. Na tej podstawie wyznaczono wynikajace
z kwantowania obciazenie. W dalszej czg$ci artykutu
przedstawiono zalezno$¢ matematyczna umozliwiajaca obliczanie
wariancji estymatora. Na tej podstawie oraz na podstawie btedu
sredniokwadratowego estymatora oceniono jego zgodnosci.
Badany estymator okazal si¢ nie tylko obciazony, nie byt réwniez
estymatorem zgodnym. W rzeczywistych sytuacjach pomiarowych
estymacja obcigzenia i wariancji wymaga najczegsciej
wielokrotnego powtarzania eksperymentu pomiarowego. Nie sa
przy tym sformulowane kryteria dotyczace doktadnosci
prowadzonych oszacowan. Przedstawione w pracy wzory omijaja
problem niejednoznaczno$ci  oszacowan i1 umozliwiaja,
na podstawie momentéw, obliczenie obciazenia i wariancji
estymatora wartosci $redniej skwantowanego sygnatu. Wyniki
badan zamieszczone w artykule sa kluczowe podczas oceny
niepewnosci wyniku pomiaru wartosci $redniej obliczanej
na podstawie cyfrowych danych pomiarowych. To zagadnienie
bedzie przedmiotem dalszych badan autoréw referatu.
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