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Analiza danych z uzyciem modeli regresyjnych
Z naruszonymi zatozeniami

Jarostaw Gramacki, Artur Gramacki

Streszczenie: Praca dotyczy modelowania
stochastycznego. Pokazano w jakim stopniu takie cechy
danych jak autokorelacja oraz zmienna wariancja
(niestacjonarno$¢) ich bledéow losowych wplywaja na
jakos¢ modelu regresji uzytego do analizowania tych
danych. Pokazano w jaki sposéb nalezy poprawnie
estymowa¢ parametry modelu przy zatozeniu, ze sktadnik
btedu posiada wspomniane cechy. Zademonstrowano

wplyw  nieuwzglgdnienia tych cech na  bledy
estymowanych parametrow.
Stowa kluczowe: regresja, autokorelacja bledow,

zmienno$¢ wariancji blgdow, estymacja parametrow,
modelowanie stochastyczne, identyfikacja statyczna

1. WPROWADZENIE

W dziedzinie eksploaracji danych wielokrotnie mamy
do czynienia  zpotrzeba opisywania (modelowania)
zwiazkow taczacych duze iloéci danych, ktore traktujemy
jako wyjsciowe (zalezne, objasniane), z duzymi ilo$ciami
danych, ktore traktujemy jako wejsciowe (niezalezne,
objasniajace)’. Jako przyklad mozna poda¢ duze zbiory
danych rejestrowanych w specjalistycznych systemach
klasy DCS (ang. Distributed Control System), w ktore
wyposazone sa praktycznie wszystkie wigksze obiekty
przemystowe.

Bardzo wygodnym iprostym sposobem opisywania
wspomnianych  zaleznosci sa modele regresyjne,
a w szczeg6lnosci najprostsza ich wersja — regresja liniowa.
W literaturze czgsto zwraca si¢ uwage na fakt,
ze zastosowanie  modelu  liniowego  do modelowania
obiektow nieliniowych moze wefekcie prowadzi¢
do niedoktadnych (aczasem wrecz blednych) wynikow.
Rzadziej zwraca si¢ natomiast uwagg na inne zalozenia
towarzyszace modelom regresyjnym oraz ewentualne
negatywne konsekwencje ich niespetienia.

Struktura artykulu jest nastgpujaca: wrozdziale 2
przedstawiono zalozenia klasycznego modelu regresyjnego
i wskazano, ktore znich bgda dokladniej analizowane.
W rozdziale 3 pokazano dwa przykltadowe, sztucznie
wygenerowane zbiory danych, dla ktérych wspomniane
zalozenia nie s spelione oraz pokazano ich wpltyw na
parametry wyestymowanych modeli. W rozdziale 4
wykonano  symulacje  komputerowe  potwierdzajace
omoéwione wczesniej teoretycznie problemy. Rozdziat 5

© W literaturze angielskiej czesto uzywa si¢ rowniez sformulowan endogenous
variables oraz exogenous variables.

zawiera podsumowanie oraz wskazanie kierunkéw dalszych
prac badawczych.

2. MODEL REGRESYJINY

W klasycznym modelu regresji liniowej zaklada sig¢
stacjonarno$¢ wariancji sktadnikow (zmiennych) losowych
oraz brak autokorelacji ich wartosci. Analiza skutkow
naruszenia tych dwoch zatozen jest przedmiotem rozwazan
W niniejszej pracy.

Formalnie najprostsza posta¢ modelu regresyjnego?
wraz ze wspomnianymi zatozeniami zapisuje si¢ w postaci
rownan (1) — (3)

Vi =P+ +e 1)
var(e;) = o (2
cov(e,e)=0, i#j; i,j=l.n, 3)

gdzie B P, sa nieznanymi parametrami modelu, ktore
nalezy wyznaczyé (wyestymowac), y jest zmienna
objasniana (zalezna), x jest =zmienna objasniajaca
(niezalezna), e jest zmienna losowa (sktadnikiem losowym,

bledem losowym) o statej wariancji © 2, n oznacza ilo$¢
probek (obserwacji). Pozostale zalozenia klasycznego
modelu regresji liniowej: a) warto§¢ oczekiwana bledu
losowego E(e) = 0, b) nielosowos¢ zmiennej objasniajacej
X, ¢)rozktad normalny biedu losowego e wokdt $redniej

e~ N(, 02), d) brak korelacji skladnika losowego
ze zmienna objasniajaca, nie sa w naszych rozwazaniach
istotne 1 zaktada sig, Ze sa spetnione.

Zwykla metoda najmniejszych kwadratow (ang.
Ordinary Least Squares — OLS) polega na wyborze takich

oszacowan (estymatorow) Bis P parametrow 'Bl"BZ, aby
warto$¢ wyrazenia

Q:iéi:i(yi _571')2 :i(yi_ﬁl_lérxi)z (4)
i=1 i1 i=l

byta jak najmniejsza. Symbol é oznacza tu estymatg

rzeczywistych (ale nieobserwowalnych!) btedow &

zwanych resztami (residuami) najmniejszych kwadratow.
W pracy skupimy si¢ na badaniu wartosci tzw. bledow
standardowych estymatoroéw w przypadku niespenienia

W pracy rozwaza si¢ wylacznie modele z jedna zmienna objasniajaca x oraz jedna
zmienna obja$niana y. Upraszcza to rozwazania, niezmieniajac przy tym istoty
zagadnienia.
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zatozen wymienionych na poczatku tego rozdziatu. Ponizej
przedstawiono wigc krotko odpowiednie formuty.
Rzeczywista wariancja skladnikow losowych jest

z oczywistych powoddéw nieznana. Nalezy ja wiec
wyestymowa¢ na podstawie otrzymanych z modelu
wartosci reszt

~2 éi2 5

= n—-k’ ©)
gdzie k jest ilo$cia estymowanych parametréw (unas 2).
Wykazuje si¢ [1], ze warto$¢ n — k (zamiast n) powoduje,
ze estymator (5) rzeczywistej wartosci wariancji (2) posiada
wazng ceche: jest estymatorem nieobcigzonym, czyli
E(6H=0c"

Majac dany estymator (5) mozna [1]
wyestymowac wariancje estymatorow parametrow:
2
var (f) =67 —in — |
”Z (x; —x)
A A 6?
var (f,) =| —m |
2 [Z(xf J

Pierwiastki z(6) sa ostatecznymi wyrazeniami na bledy

(©6)

standardowe estymatorow B Przyktadowo:

se () =+/var (B). (7)

Wartosci tych bledow sa niezbgdne przy okreslaniu
uzytecznosci modelu  regresyjnego  wpostaci  tzw.

przedziatow ufnosci estymatoréw BB, uzyskiwanych na
drodze testowania odpowiednich hipotez statystycznychS.

W kolejnych  rozdzialach  zajmiemy si¢  analiza
konsekwencji niespelnienia zalozenia (2) oraz zatozenia (3).

2.1. NIESTACJONARNOSC WARIANCJI BLEDOW

Z niestacjonarno$cig wariancji blgdow losowych spotykamy
si¢ w przypadku analizy danych zaré6wno przekrojowych
(ang. Cross—Sectional Data) jak 1imajacych charakter
szeregdbw czasowych (ang. Time Series). Pierwszy rodzaj
danych najczgsciej uzywany jest przy opisie roznorodnych
zjawisk ekonomicznych inie bedziemy si¢ takimi danymi
zajmowali. Drugi rodzaj danych czgsto pochodzi z obiektow
technicznych opomiarowanych wieloma czujnikami, ktore
to dane sa rejestrowane w specjalistycznych bazach danych.
Z niestacjonarnos$cia wariancji btedow losowych spotkamy
si¢ tam na przyktad w przypadku analizy obiektu w réznych

jego stanach pracy. Przykladowo praca obiektu
energetycznego  z wyzszymi  parametrami  danego
czynnikéw termodynamicznych powoduje,

ze zdecydowanie trudniej jest przewidzie¢ zachowanie si¢
jego umownego wyjscia. Przektadajac ostatnie stwierdzenie
na jezyk statystyki powiemy, ze btad losowy w modelu (tu)
regresyjnym ros$nie wraz ze wzrostem warto$ci zmiennej
niezaleznej, czyli jest niestacjonarny. Innym przyktadem
moze by¢ zmienna w czasie zbierania danych dokladno$é
przyrzadow pomiarowych. Bedziemy mieli wtedy
do czynienia z tzw. niestacjonarnoscia przedziatowa.

8 . . . . L.
Aby testowanie hipotez bylo z teoretycznego punktu widzenia mozliwe,

konieczne jest zatozenie normalnoéci rozktadu reszt ¢ ~ N(O,o‘z) . Zalozenie to, na

mocy centralnego twierdzenia granicznego, nie jest jednak krytyczne w przypadku
duzej ilosci danych pomiarowych (duze warto$ci n).

Z analizy przeprowadzonej w poprzednim rozdziale widac,
ze w przypadku niespetnienia zaloZenia (2) wyrazenia (6)
nie beda poprawne, co w konsekwencji wptynie na (7),
ktére z kolei wptyna na biedne oszacowanie przedziatow

ufnosci  dla estymatoréw parametréw  okre§lonych

wyrazeniami
Bixt se(B). Bt se(By) (®)
t(l-a/2,n-2)

gdzie tc jest warto$cia rozkladu t-studenta
@ oznacza tu zalozona przez uzytkownika warto$¢ tzw.
poziomu istotnosci, ktory zwykle przyjmuje wartos¢ 0.05.

Obliczenie poprawnych wartosci (6) i (7) wymagaé bedzie
zastosowania tzw. uogolnionej metody najmniejszych
kwadratow (ang. Generalized Least Sqares, GLS), ktora
uwzglednia konkretng forme zaburzenia zatozenia (2).
W pracy  przyjmiemy, ze zaburzenie ma  formg

5=
var(e;) =o; _Ch(xf), gdzie c jest ustalong stala, h jest

pewna funkcja zmiennej niezaleznej xi, rosnaca wraz z Xi.

2.2. AUTOKORELACJA BLEDOW

Podobne problemy napotkamy przy niespetnieniu zatozenia
(3), «czyli przy skorelowaniu btedow losowych
a w konsekwencji wartosci reszt modelu. Skorelowanie
takie bedzie niemal zawsze obecne w danych o charakterze
szeregbw czasowych. Przykladowo zakldcenie pracy
obiektu energetycznego (ze statystycznego punktu widzenia
opisuje to blad losowy) w czasie t bedzie odczuwane nie
tylko w czasie jego zaistnienia ale irdwniez w kolejnych
okresach czasu t+1, t+2, t+3 itd.

W pracy ograniczymy si¢ do autokorelacji sktadnika
losowego rzgdu pierwszego AR(1)9. W rownaniu (1) nalezy
wigc doprecyzowac postac btedu, czyli

e =pe_+v, —-l<p<l, )

gdzie p jest wspdlczynnikiem autokorelacji, v jest
zakloceniem spetniajacym zatozenia postaci (2), (3) czyli

2
w praktyce jest to blad o rozkladzie normalnym N(©.07)

W tym przypadku rowniez okazuje sig, ze formuty (6) i (7)
nie sa poprawne (ztudnie daja zbyt optymistyczne wyniki!),
co w konsekwencji, tak jak poprzednio, prowadzi
do blednej oceny przedzialdow ufnosci estymatorow.
Obliczenie poprawnych wartosci (6) i (7) wymagaé bedzie
zastosowania  uogoélnionej metody  najmniejszych
kwadratow, ktora w tym przypadku korygowac bedzie fakt
wystgpowania autokorelacji btedow losowych.

3. ESTYMACJA PARAMETROW MODELI
ZAKELOCONYCH

Zuwagi na ograniczona objeto$¢ pracy, szczegdly
konkretnych metod typu GLS nie beda pokazane. Mozna
je znalez¢ np. w [1, 2]. Wygenerowane zostana natomiast
sztuczne zbiory danych niespetiajace zatozen (2) i(3)
a nastepnie wykonana zostanie dla tych danych estymacja
parametryczna modelu regresyjnego -- raz klasyczna
metoda OLS, a nastgpnie metoda uogdlniong GLS.

? W wigkszo$ci przypadkow wykorzystywana dalej korekcja estymatora dla
przypadku AR(1) jest wystarczajaca.
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3.1. NIESTACIONARNOSC WARIANCJI BLEDOW

Rozwazony zostanie nastgpujacy model
yi=p+px t+e
var(e;) = o-f =c’ X; >

(10)

x, =cx,_ +u, i=l..n

ktérego charakterystyczna cecha jest niestacjonarnos¢
btedu losowego ei. Wariancja bigdu jest proporcjonalna
do zmiennej niezaleznej x. Zmienna niezalezna x tworzy
rosnacy ciag wartoscil0, gdyz zatozono, ze E(ui)>O0.
W modelu uzyskamy wigc bardzo typowy wykres
niestacjonarno$ci bigdu losowego. Sktadnik losowy
u pochodzi z rozktadu normalnego o $redniej rownej 0.85
oraz wariancji roéwnej 1. Na podstawie specyfikacji (10)
wygenerowano przyktadowe warto$ci e oraz x a nastgpnie

obliczono y. W modelu mamy:
n=30.x =Le=15 =055 =2 po zastosowaniu metody
OLS zademonstrowany zostanie negatywny wplyw

niestacjonarnos$ci bledow losowych na wynikowy model
regresyjny. Zastosowanie wtasciwej do danego problemu
metody uogdlnionej GLS rozwiaze problem blednego
szacowania btgdow standardowych estymatorow.

3.2. AUTOKORELACJA BLEDOW
Rozwazony zostanie nastg¢pujacy model [3]

yi=p+hBx e
¢ =pe_ tv;

(11)

X, =cx, +u,, i=1l...n

Sktadnik vi bigdu losowegol1 speinia zatozenia (2), (3).
W modelu zaré6wno e jak ix podlegaja autokorelacji.
Ponadto zaktadamy, ze zmienna niezalezna x ro$nie wraz
z czasem. Sktadniki losowe v iupochodza zrozktadu
normalnego o sredniej réwnej odpowiednio -0.1 10.85
oraz wariancji réwnej 1. Na podstawie specyfikacji (11)
wygenerowane przykladowe wartosci e oraz x a nastgpnie
obliczono y. W modelu mamy
n:SQxO:LeO:ip:Q&c:LﬂI:Qiﬁz:2' Po
zastosowaniu metody OLS zademonstrowany zostanie
negatywny wpltyw skorelowania btedow losowych na
wynikowy model regresyjny. Kontrprzyktadem do (11)
bedzie analogiczny zbiér danych, w ktorym biad ei nie
bedzie podlegal autokorelacji. Dla zachowania ,skali”
bedzie miat on ponadto dokladnie taka sama wariancjg.
Zastosowanie  odpowiedniej  do problemu  metody
uogolnionej GLS rozwiaze problem blednego szacowania
btgdow standardowych estymatorow.

4. WYNIKI SYMULACJI KOMPUTEROWYCH

4.1. NIESTACJONARNOSC WARIANCIJI BLEDOW

Na rysunku 1 pokazano przebieg zmiennosci bledu
losowego uzytego w przyktadzie (patrz rozdziat 3.1).
Wida¢ na nim wyraznie wzrost jego wartosci w funkcji
kolejnych prébek. W tabeli 1 zamieszczono wyniki
regresji z uzyciem metody OLS, ktéra w zaden sposob nie

10 . . . .
Fakt monotonicznego wzrostu x (w tym i nastgpnym przyktadzie) nie ma tu

znaczenia merytorycznego. Ulatwia jednak zaobserwowanie opisywanego zjawiska.
"W przypadku biedu losowego o charakterze AR(1), w literaturze przyjelo sig
rozroznia¢ dwa jego elementy. Sktadnik e to blad (ang. error term), sktadnik v to
zaklocenie (ang. disturbance) lub zmienna losowa (ang. random variable).

uwzglednia faktu naruszenia zatozenia (2). Pogrubiong
czcionka  zaznaczono  wartoSci  wyestymowanych
parametrow (Coeft.), ich bigdy standardowe (S.E.) oraz
95% przedzialy ufnosci dla parametrow. W tabeli 2
zamieszczono wyniki regresji zuzyciem metody GLS
uwzgledniajacej niestacjonarnos¢ bledoéw. Uzyto tu tzw.
estymatora wazonego najmniejszych kwadratow (ang.
Weighted Least Squares, WLS). Odpowiada to wykonaniu
zwyktej regresji OLS dla odpowiednio
przetransformowanych zmiennych. Transformacja ta [2]
ma na celu usunigcie z modelu niestacjonarnosci sktadnika

bledu losowego. Za wagg przyjeto wartosé 1/\/x_f.
Odpowiada ona zalozonej w (10) postaci btedul2.

s bledu

. Rt
|

/K
Y YT
B I

-60,

70 5 ES) 25 36 35 ) 25 50

Rys. 1. Wykres zmiennosci btedéw losowych modelu

Tabela 1.
Regresja OLS dla danych z btgdami niestacjonarnymi

Coeff. S.E. t-ratio p-value
const 0.755 5.278 0.143 0.887
xi 2.104 0.212 9.933 3.15e-013

95% CONFIDENCE INTERVAL
const 0.755 -9.857 11.367
xi 2.104 1.679 2.530

Tabela 2.
Regresja GLS dla danych z btgdami niestacjonarnymi

Coeff. S.E.
const 0.770 1.967 0.3914 0.6972
xi 2.104 0.140 14.96 1.06e-019
95% CONFIDENCE INTERVAL
const 0.770 -3.184 4.724
xi 2.104 1.821 2.385

Poréwnujac wyniki obu regresji wida¢, ze estymator OLS
jest nieobciazony, gdyz warto$ci parametrow sa (prawie)
takie same jak te uzyskane zuzyciem estymatora GLS.
Wartosci btedow standardowych istotnie jednak réznia sig,
co rzutuje na wartosci przedziatdéw ufnosci. Pamigtajmy,
ze poprawne wyznaczenie tych przedziatow jest bardzo
wazne z praktycznego punktu widzenia, gdyz umozliwia
rzeczywista oceng jakosci modelu.

4.2. AUTOKORELACJA BLEDOW
Na rysunku 2a pokazano przebieg prawdziwe;j linii regresji

(zdefiniowanej przez warto$ci B =05.5, =2 patrz
rozdzial 3.2) oraz linii regresji otrzymanej z modelu. Na
rysunku 2b pokazano rzeczywista posta¢ sktadnika
losowego ei oraz jego przebieg w postaci otrzymanych
reszt zmodelu (residuum). Roéznice w przebiegach
(otrzymane residua nie ,,oddaja” rzeczywistego charakteru

12 . . . .
W wielu praktycznych zastosowaniach model bledu, w ktorym jego rozrzut
(wariancja) ro$nie wraz z mierzona wartoscia, bgdzie wlasciwy.
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bledow) sa powodem stosunkowo duzej rozbieznosci obu
linii regresji. W przypadku braku autokorelacji sktadnika
losowego (rysunek 3a), roznice pomigdzy rzeczywistym
bledem aresztami z modelu sa bardzo niewielkiel3.
Skutkuje to duzo lepsza zgodnoscia modelu (rysunek 3b).
W tabelach 3 oraz 4, analogicznie jak w pierwszym
przyktadzie, pokazano roéznice pomigdzy wartosciami
blgdéow standardowych otrzymanych metoda OLS
(niewtasciwa) oraz GLS (uwzgledniajaca autokorelacje).
Inaczej niz w pierwszym przyktadzie poprawne wartosci
sa tu wigksze. Stosujac wigc niewlasciwa do problemu
metodg, uzyskujemy wyniki zbyt optymistyczne!

nf [+ Wartosci zmierzone
Linia regresii - estmacja zmodelu

Linia regresii - wartosci rzeczywiste

| [——Blad zeczwisty (z autokorelacia)
—+— Resztyz modelu

L L L L L L L L L
5 0 15 20 25 30 E3 40 15

Rys. 2. Regresja dla przypadku bledow skorelowanych.
(a) linie regresji, (b) bledy rzeczywiste i zaobserwowane
z modelu

* Wartosci zmierzone
Linia regresii - estmacja z modelu
--~=- Linia regresi - wartosci eczywiste

10} [ —>— Blad rzeczywisty (bezautokoreladji)
—+— Resztyz modelu

Rys. 3 Regresja dla przypadku blgdow
nieskorelowanych. (a) linie regresji, (b) btedy
rzeczywiste i zaobserwowane z modelu

Tabela 3.
Regresja OLS dla danych z blgdami skorelowanymi
Coeff. S.E t-ratio p-value
const 7.098 0.453 15.66 1.70e-020
xi 1.589 0.018 87.31 1.49e-054

Durbin-Watson 0.421
95% CONFIDENCE INTERVAL

const 7.098 6.186 8.009
xi 1.588 1.552 1.625
Tabela 4.
Regresja GLS dla danych z blgdami skorelowanymi
Coeff. S.E. t-ratio p-value
const 6.085 1.240 4.909 1.10e-05
xi 1.630 0.047 34.69 1.20e-035

13 . . .
Podkreslmy rowniez, ze uzyte w przyktadach wariancje blgdow z i bez
autokorelacji sa takie same (maja warto$¢ ok. 30).

Durbin-Watson 1.888
95% CONFIDENCE INTERVAL
const 6.085 3.592 8.577
xi 1.630 1.536 1.724

5. PODSUMOWANIE

W przypadku wystgpowania niestacjonarnosci btgdow
losowych zastosowanie niewlasciwe] metody estymacji
parametréw modelu regresji prowadzi do zawyzenia blgdow
standardowych estymatorow. W przypadku wystgpowania
autokorelacji btedow losowych, zastosowanie niewlasciwej
metody prowadzi do niedoszacowania warto$ci tych
btedéw. Ponadto otrzymane reszty nie oddaja charakteru
rzeczywistego zaktocenia. W obu przypadkach skutkuje to
btednymi oszacowaniami przedziatow istotnosci
wyliczonych parametréw rownan regresji.

5.1. DALSZE PRACE

W pracy zaklada sig, ze dostgpne dane opisuja obiekt
w jego statycznym stanie pracy. Podobne zjawiska moga

wystapic réwniez w obiektach dynamicznych.
W modelach  takich  obiektow  wystgpowaé¢  beda
odpowiednio opdéznione zmienne objasniane i/lub

objasniajace oraz moga rowniez mie¢ miejsce opisywane
W niniejszej pracy skorelowane lub o zmiennej wariancji
bledy losowe. W takich przypadkach konieczne bedzie
podanie  stosownych do sytuacji metod estymacji
parametréw modeli.

W pracy nie przeanalizowano przypadkoéw jednoczesnego
wystgpowania w modelu obu rodzajow zaklocen. Nie
przeanalizowano przypadku, w ktorym  zmienne
objasniajace powinny by¢ traktowane jako zmienne
losowe (uwzglednienie biedow ich pomiaru) oraz
przypadkow skorelowania zmiennych objasniajacych
z btedami losowymi.

LITERATURA

[1] Weisberg S., Applied Linear Regression. Wiley-
Interscience, 2005.

[2] Sheather S. J., A Modern Approach to Regression
with R. Springer, 2009.

[3] Wonnacott R., Wonnacott T., Econometrics. John
Wiley & Sons, 1989.

dr inz. Jaroslaw Gramacki
Uniwersytet Zielonogorski

Wyadziat Elektrotechniki, Informatyki
i Telekomunikacji

Instytut Informatyki i Elektroniki

ul. Podgoérna 50
65-246 Zielona Gora
e-mail: a.gramacki@iie.uz.zgora.pl

dr inz. Artur Gramacki
Uniwersytet Zielonogorski

Wydziat Elektrotechniki, Informatyki
i Telekomunikacji

Instytut Informatyki i Elektroniki

ul. Podgoérna 50
65-246 Zielona Gora
e-mail: a.gramacki@iie.uz.zgora.pl




