KNWS 2010

115

Zmodyfikowane mnozenie o statej szerokosci
bitowej

Ernest Jamro, Maciej Wielgosz, Pawet Russek, Kazimierz Wiatr

Streszczenie: Niniejszy artykul prezentuje nowa metode
kompensacji bledu odcigcia dla mnozenia o stalej
szerokosci bitowej czyli takiej, dla ktorej szerokos$¢ bitowa
argumentéw wejsciowych jest taka sama jak wyjscia.
Niektore poprzednie publikacje byly oparte na blednych
zalozeniach, dlatego zadaniem tej publikacji jest
wykazanie wspomnianych bledow oraz zaprezentowanie
nowej architektury, dla ktorej blad sredni dazy do zera.

Stowa Kkluczowe: arytmetyka cyfrowa, filtry cyfrowe,
uktad mnozacy

1. WPROWADZENIE

Operacja mnozenia jest jedna z podstawowych
operacji  arytmetycznych idlatego liczba zasobow
sprzgtowych zajmowanych przez uklady mnozace ma
bardzo duze znaczenie. Operacja mnozenia jest zazwyczaj
wykonywana z pelng szerokoscia bitowa, to jest taka, dla
ktérej liczba  bitow, ktore wykorzystywane sa
do reprezentacji wyniku mnozenia jest réwna sumie
szeroko$ci bitowej argumentow wejsciowych. Warto
podkresli¢, ze w wigkszosci aplikacji szerokosci danych
wejsciowych i wyjsciowych sg takie same lub roéznia si¢
nieznacznie. Przyktadem moze by¢ np. przetwarzanie
sygnalow cyfrowych.

W takim wypadku mozliwe jest zredukowanie
zasobow ukladu mnozacego poprzez odcigcie mlodszych
bitow oraz zastosowanie dodatkowej logiki kompensacji
btedu [2, 3].

Glowna idea niniejszego artykulu jest wykazanie
btednych zalozen niektorych poprzednich publikacji
dotyczacych tego tematu oraz zaproponowanie nowego
rozwigzania, ktore charakteryzuje si¢ mniejszym bledem
srednim w stosunku do poprzednich rozwiazan.

2. MNOZENIE O SKROCONEJ SZEROKOSCI

Jedna z podstawowych metod implementacji operacji
mnozenia jest rownolegly uktad mnozacy (ang. parallel-
array multiplier) [1], ktéorego schemat blokowy zostat
przedstawiony na rys. 1. Warto zauwazy¢, ze nie jest to
optymalna metoda implementacji wspomnianej operacji,
jednak ze wzgledu na swoja prostotg to wlasnie ona bedzie
tutaj rozpatrywana podobnie jak w [2, 3].

Istnieje wiele metod wuzycia takiego ukladu
mnozacego w przypadku, gdy szeroko$¢ bitowa
argumentéw wejsciowych n jest taka sama jak szerokos$c
bitowa wyniku. Standardowa metoda polega na
implementacji calego ukladu mnozacego przedstawionego
narys. 1, dla ktorego szerokosc¢ bitowa wyjscia wynosi 2n
(jest dwa razy wigksza niz szeroko$¢ bitowa wejs¢ n).
Nastgpnie szeroko$¢ bitowa wyjscia jest ograniczana
poprzez odrzucenie n najmiodszych bitow wyniku;

operacji tej zwykle towarzyszy operacja zaokraglania.
Metoda ta bedzie dalej nazywana pelnym mnozeniem i jest
ona najdokladniejsza, jesli chodzi oblad obliczen
izarazem najgorsza, jesli chodzi o ilo§¢ zajmowanych
zasobow.
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Rys. 1. Uktad mnozacy rownolegty dla n=4
Inna metoda implementacji operacji mnozenia
ze stata  szeroko$cia jest struktura z bezposrednim

odcigciem najmiodszych n-bitow przedstawiona na rys. 1,
dla ktoérej cata logika na prawo odbitu p, nie jest
implementowana. Struktura ta charakteryzuje si¢
najmniejsza zajmowana powierzchnia z jednej strony, ale
najwigkszym bledem obliczen z drugiej strony. Analizujac
rys. 1 mozna zauwazy¢, ze struktura ta zajmuje niewiele
mniej niz potowe zasobow pelnego uktadu mnozacego.

Rozwazajac dwie dane wejSciowe n—bitowe bez
znaku:

n—l

A=Zai2i

1
i=0

n—1
B= Zbﬂi >

i=0
gdzie a;, b; €{0,1}; wynik pelnego mnozenia Py, mozna
przedstawi¢ jako:

n=l n-1

P,=AB=2"->%a b 2" (1
i=0 j=0
W powyzszym wzorze faktyczny wynik mnozenia jest
skalowany przez 2™ tak, aby rozpatrywany wynik P, byt
w podobnym zakresie liczbowym co dane wejsciowe 4, B.
Wynik mnozenia P,,; mozna podzieli¢ na dwie czgsci:

P,=MP+LP 2

MP=2""(ab,-2") (€)
i+j=n

LP=2""(ab,;-2") “4)

i+j<n
gdzie: MP oznacza bardziej znaczace bity wyniku, ktére sa
zawsze implementowane (na lewo od linii odcigcia na rys.
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1); LP oznacza mtodsze bity wyniku, ktore sg odrzucane
(na prawo od linii odcigcia na rys. 1). W konsekwencji dla
uktadu mnozacego bez dodatkowej logiki kompensacji
bledu odcigcia, blad ten wynosi LP.

W celu obliczenia bledu odcigcia  zatozono,
ze prawdopodobienstwo wystapienia bitu 0 i 1 dla kazdego
bitu wejsciowego a;, b; jest roéwne iwynosi O0.5.
W konsekwencji warto§¢ oczekiwana iloczynu logicznego
E{ab;}=0.25.

Analizujac rys. 1 oraz (4), mozna zauwazy¢,
ze warto$¢ oczekiwana E{LP} wynosi [4]:

E{LP} = E{ab}-2" Y 2 =025.2"Y .27 (5)
i+j<n i=1
Blad odcigcia moze by¢ zredukowany poprzez
dodanie wartos$ci statej rownej E{LP} zaokraglonej
do najblizszej liczby catkowitej [5]. Innym rozwiazaniem
jest zastosowanie zmiennej kompensacji btedu oznaczanej
jako Variable Correction Truncated Multiplier (VCTM)
[2]. Dla tej kompensacji bledu wyrazenie LP zastalo
podzielony na dwie sktadowe:

LP = LPmain +LR‘emain (6)
LPmain = l Zaibj :l(azflb() + atfzbl ot a()bt—l) (7)
2 i+j=n-1 2
LP _1 Zab +l Zab+
remain 4 ivj 8 ivj (8)

i+j=n-2 i+j=n-3

1 1
+...+F(aobl + albo)+2—naob0

Warto zauwazyé, ze warto$¢ LP jest najbardziej
zalezna od wartosci  LP,, poniewaz wspotczynnik
skalujacy wynosi %2 w poréwnaniu z LP, ..., dla ktorej
wspolczynnik mnozenia wynosi ¥ lub wigcej. Dlatego dla
VCTM, do kompensacji btedu odcigcia uzywany jest tylko
czynnik  LP,,,. Aby rekompensowa¢ odrzucenie
wyrazenia LP,,qin, czynnik LP,,.;, jest brany z waga dwa
razy wigksza:

PVCTM: MP + Z'LPmain:MP“"ﬁ (9)
gdzie:

ﬁzZ'LPmain: an—1b0+an-2b1+ +a0bn-1~ (10)

Inne metody kompensacji btedu odcigcia zostaty
zaproponowane przez Jou et. al. [3]. Niestety sa ono oparte
na szeregu ztych zatozen.

Pierwsze z tych zalozen polega na tym, Ze nie jest
konieczne rozpatrywanie wszystkich kombinacji danych
wejsciowych ajedynie wystarczy rozpatrywaé osobno
iloczyny bitowe ai; oraz wartos¢ oczekiwana jego
wystapienia E{a;b;}. Jest to wyraZnie stwierdzone
w zdaniu [4]: Jako Ze kazdy iloczyn bitowy a;b; moze by¢

uwazany za niezalezna zmienna, wariancja sumy
iloczynow a;b; jest rowna sumie wariancji a;b;.
!
_ -t - A 2(i-1) 11
Ol =0 np 2 /Zt 2 (11)
i=l

gdzie 2 _ ¥ jest wariancjg iloczynu

bitowego a;b;.

Powyzsze zatozenie jest podane bez zadnych dodatkowych
rozwazan. Aby udowodnié, ze powyzsze zalozenie jest
bledne rozwazmy prosty uktad mnozacy z bezposrednim
odcigciem dla n=2, ktory jest podany na rys. 2.
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Rys. 2. Uktad mnozacy z bezposrednim odcigciem dla n=2.

Tab. 1. ilustruyje zachowanie tego ukladu dla
wszystkich kombinacji danych wejSciowych. Warto
zauwazy¢, Ze obliczona wariancja 6” rozni si¢ od wariancji
02[4] obliczonej wedlug (11). Co potwierdza
nieprawidtowos$¢ rozwazanego zatozenia. Powodem tego,
ze (11) nie jest prawidlowe jest fakt, ze iloczyny bitowe sa
ze soba powiazane. Na przyktad iloczyn b;a, oraz byay,
maja wspolng dana wejsciowa a,. Warto zwrdci¢, uwagg,
ze rozwazane zalozenie jest prawdziwe dla roéwnan
liniowych, niestety rownanie (11) nim nie jest.

Tab. 1. Rozne bledny odcigceia dla wszystkich danych

wejsciowych
i B Y| «
by | bo|ai|ao|biag | boas |asby| LP; 10 |d7| (12)
Olololo]lo] oo ]o] o 0 o] ©
Ulololol1lo]o]o]o 0 0| 0
210]o]1|olo]o]o]| o 0 0| ©
310lol1]1]olo]o] o 0 o] ©
410]1]o]olo]o]o] o 0 0| ©
Stol1]ol1] oo |1 ] o02s |0 o] ©
lol1]l1]o]l ol 1]0] 05 1 o] ©
Tlol1f1]1]o |1 |1 ] o075 |! 0| ©
8 11]ofojlojo]o]o]o 0 o] ©
11lolol1] 1o 0] 05 1 1|0
10019 ]0f1]0]l 0o ]o] o 0 o] ©
Wigloliltl1]o]o] 05 1 1|0
2011 1]o0lol o] oo o 0 0| 0
Blylifol1| 1 o] 1] o7 |! 1|0
iyl 1lolo] 1] 0] 05 1 o] ©
Syl o |1 ] 1as |2 1| !
E{0.5/0.510.510.5]0.25 025 025 [0.3125 05 g os| 00625
5
E{LP} = iguz - ig[O.S-(blao #ha) +025-aby]|
o =[E{LP - E{LP})'} = JLIZS(LP, ~0.3125)°
16 1= 0.3698
N A2 \/§ SRR
Ol = O up -2 -\/21-2‘ )=~\/Zz-2< )
P 4 V5 0.3248

Warto podkresli¢, ze powyzsze falszywe zalozenie
jest mnajprawdopodobniej uzywane réwniez w innych
publikacjach: [3, 6, 7]. Wskazuja na to dowod twierdzenia
1 [3], (25) oraz (26) [6], (27) oraz (30) [7]. Warto
podkresli¢, ze powyzsze publikacje uzywaja nieliniowej
kompensacji btedu, np. (9) [3] uzywa:
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g1 TE=0 (12)
B=1 ifp>0
Tab. 1. pokazuje nieprawidlowo$¢ dziatania

réwnania (12). Warto$¢ oczekiwana idealnej kompensacji
blgdu wynosi E{LP;}=0.3125, natomiast warto$¢
oczekiwana wspomnianej kompensacji bledu E{¢;}=
0.0625.

Innym niepoprawnym zalozeniem jest uznanie,
ze warto§¢ $rednia jest rowna S$redniej arytmetycznej
warto$ci minimalnej i maksymalnej. Zlozenie to zostato
uzyte w[3] podczas udowadniania lematu 2. Warto
wspomnie¢, ze lemat 2 jest twierdzeniem pomocniczym
rownania (12), na podstawie, ktorego zbudowany jest
uktad mnozacy.

3. NOWA KOMPENSACJA BLEDU ODCIECIA

Celem niniejszego artykutu jest przedstawienie
nowej, poprawnej metody kompensacji biedu odcigcia.
Jest ona wzorowana na VCTM [2] idlatego
zaproponowany uklad bedzie nazywany jako Improved
Variable error Compensation Truncated Multiplier
(IVCTM).

Btad $redni, bedacy podstawa zaproponowanego
uktadu, jest obliczany wedlug rownania:

1 N
MEzﬁ;ei

gdzie e; jest roznica pomigdzy wartoscia poprawna (wynik
dla petnego uktadu mnozacego) a wartoscia otrzymana dla
i-tej probki zredukowanego ukladu mnozacego; N- jest
iloscia rozpatrywanych roznych kombinacji danych
Wejs'cziowych A, B, ijest ona ograniczona od gory przez
N= 27",

Dla ukladu mnozacego VCTM warto$¢ bledu
Sredniego moze by¢ obliczona wedtug wzoru:

ME, ., = E{LP - B} = 0.25«[2’”Zn:(j . 2“) —n]= (14)

(13)

n-1
=0.25[27 (-2 —g]
i=1

Suma w(14) moze
matematycznej tozsamosci:

by¢ uproszczona wedlug

n-l n-1

i=l j=i

14 L ot
52" =2)=5l0-D-2" = 3.21= (15)

=%[(n—1)~2” _pr )= (12227

1
W konsekwencji btad $redni ME ¢y, wynosi:

(=22

ME,,, =025-[2"" +1) —g] =0.25[27" 1]

(16)

Zréwnania (16) mozna wywnioskowaé¢, ze dla
relatywnie duzych »n blad MEycry~ 0.25. Poniewaz
warto$¢ oczekiwana iloczynu bitowego E{ab;}= 0.25,
mozliwe jest ulepszenie uktadu VCTM poprzez usunigcie
jednej bramki AND; w konsekwencji warto$¢ MEyc7,~0.
Kompensacja btedu odcigcia dla zaproponowanego uktadu
mnozacego [VCTM powinna wyglada¢ nastgpujaco:

(17)

=B - an1bo= an2bi+ a, byt ..+ aghy.

Warto$¢ $rednia bigdu dla zaproponowanego uktadu

MEycry jest 00.25 mniejsza niz dla VCTM ina
podstawie (16) wynosi:
ME,ycryy = ME )y, —0.25 = : (18)

ok

Wartos¢ ta szybko dazy do zera dla
wzrastajacych szerokosci bitowych n.

Schemat uktadu IVCTM dla n=4 zostal
przedstawiony na rys. 3. Dla poréwnania uklad VCTM
wymaga dodatkowej bramki AND ktora zostata

zaznaczona na rys. 3 przerywana linig. Zaproponowana
kompensacja bledu odcigcia y sktada si¢ z dwdch bramek
AND: a,b; oraz ayb,. Dla ukladu VCTM wymagana jest
dodatkowa bramka AND: a,b,.

Warto podkresli¢, zena pierwszy rzut oka
zaproponowany uklad IVCTM w poréwnaniu z VCTM
wymaga uzycia tylko jednej bramki AND mniej. Doktadna
analiza pokazuje jednak, ze liczba zajmowanych zasobow
sprzgtowych jest znacznie mniejsza, poniewaz pewne
uktady sumatorow ulegaja redukcji. W rozwazanym
przypadku na rys. 3, polsumator iloczynu czastkowego
asb, zostal zastapiony zwykla bramka AND. Podobnie

pelny sumator iloczynu czastkowego a3b; zostal
zastapiony potsumatorem.
S[I as ar
& |
7 bj + |4 aJ D()
a*) e i """"
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Seit(aib) e =
=2-¢cyts;

l—
1 +
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& &
+ e t |e— + |e— +
P7i[76 lm i[% lps

Rys. 3. Schemat uktadu IVCTM dla n=4
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4. WYNIKI IMPLEMENTACII

Analizujac wartosci bledow dla VCTM oraz IVCTM
mozna zauwazy¢, ze ME zamieszczony wtab. 2 jest
zdecydowanie mniejszy dla zaproponowanego uktadu
IVCTM. Natomiast btad RMSE zamieszczony w tab. 3 dla
uktadow VCTM i IVCTM jest niemal identyczny.

RMSE (Root Mean Square Error) - blad
Sredniokwadratowy jest obliczany wedlug ponizszego
wzoru:

N
RMSE = iNZef : (19)
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: . . . [3]J. M. Jou, S. R.Kuang, and R. D. Chen, Design of low-
Tab. 2. Sredni btad dla r6znych metod kompensacji error fixed-width multiplier for DSP applications,
n direct Jou [3] VCTM | IVCTM IEEE Trans. Circuits Syst. II, Analog Digit. Signal.
4 0.766 0.449 -0.235 0.015 Process., vol. 46, no. 6, pp. 836—842, Jun. 1999.
5 1.008 0521 20242 0.008 [4] Y. C. Lim, Single-precision multiplier with reduced
- - - - circuit complexity for signal processing applications,
6 1.254 0.576 -0.246 0.004 IEEE Trans. Comput., vol. 41, no. 10, pp. 1333—
7 1.502 0.618 -0.248 0.002 1336, Oct. 1992.
8 1.750 0.651 -0.249 0.002 [5] M. J. Schulte, E. E. Swartzlander Jr., Truncated
9 2.000 0.675 -0.250 0.000 multiplication with correction constant, in VLSI
10 2250 0.694 -0.250 0.000 Signal Processing, VI. New York: IEEE Press, pp.
11 2499 | 0708 | -0250 | 0.001 L3]8)8_\3;96’ 1993 . Feno. Desi ,
D 2750 0718 20.250 0.000 [6] L. D. Van, S. S. Wang, an; W. S. Feng, Design of the
lower-error  fixed-width
13 3.000 0.726 -0.250 0.000 application, IEEE Trans. Circuits Syst.II, Analog
14 3.251 0.731 -0.251 0.000 Digit. Signal. Process., vol. 47, pp. 1112-1118, Oct.
15 3.501 0.736 -0.250 0.000 2000.
16 3.750 0.740 -0.250 0.000 [7] L. D. Van, C.C. Yang, Generalized Low-Error Area-
Efficient Fixed-Width Multipliers, IEEE Transactions
. . on Circuits and Systems—I, Vol. 52, No. 8, pp.
Tab. 3. RMSE dla r6znych metod kompensacg(ljl (l:)lqugz 1608-1619, Aug. 2005.
n dil‘eCt Jou [3] VCTM IVCTM dr inz. Ernest Jamro
4 0.984 0.559 0416 0416 Akademia Gérniczo-Hutnicza,
5 1.240 0.629 0.444 0.444 WEAIIE, Kat. Elektroniki
6 1.495 0.686 0.470 0.470
7 1.750 0.733 0.492 0.492 ACK Cyfronet AGH
8 2.004 0.774 0.513 0.513 ul. Nawojki 11, 30-950 Krakow
9 2.258 0.807 0.534 0.533 tel: +48-12-6172792
10 2.511 0.837 0.553 0.553 e-mail: jamro@agh.edu.pl
11 2.763 0.862 0.572 0.571 dr inz. Maciej Wielgosz
12 3.016 0.883 0.589 0.590 - Akademia Gorniczo-Hutnicza,
13 3.268 0.903 0.606 0.606 WEALE, Kat. Elektroniki
14 3.521 0.920 0.624 0.624
15 3.772 0.936 0.640 0.640 ACK Cyfronet AGH
16 4.023 0.952 0.656 0.656 ul. Nawojki 11, 30-950 Krakow
tel.: +48-12-6172792
5 WNIOSKI e-mail: wielgosz@agh.edu.pl

Po wykazaniu, ze uprzednio opublikowane uktady
mnozace o zredukowanej szerokosci sa oparte na blednych
zatozeniach, konieczne stalo si¢ opracowanic nowego
uktadu. Zastosowanie autorskiej kompensacji btedu
zmniejsza zdecydowanie blad $redni w poréwnaniu
z uktadem VCTM [2], pozostawiajac na dotychczasowym
poziomie blad RMSE. Warto podkreslic, ze liczba
zajmowanych zasobow przez wspomniany uktad mnozacy
ulegla zmniejszeniu w poréwnaniu z VCTM.
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