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Analiza ztozonosci obliczeniowej algorytmow
identyfikacji liniowych proceséw powtarzalnych
metodami podprzestrzeni

Dominik Kujawa

Streszczenie: W artykule przedstawiono nowe
podejscie do identyfikacji procesow powtarzalnych
metodami  podprzestrzeni. Opracowano badania
ztozonosci obliczeniowej nowych algorytméw. Rzad
systemu 1 macierze nieznanego procesu (modelu 2D)
sa wyznaczane zsekwencji danych wejsciowych
iwyjsciowych  aktualnego  pasa  isekwencji
wyjSciowej poprzedniego pasa. Procedura
identyfikacji moze by¢ powtarzana dla kolejnych
przej$¢. Obliczenia ztozonosci algorytmow moga by¢
uzyteczne w wyborze szybkiego i wykorzystujacego
mniejsze zasoby algorytmu dla stacjonarnych
liniowych proces6w powtarzalnych, ale takze dla
procesow z wolno ewoluujaca dynamika lub
proceséw, ktorych dynamika zmienia si¢ skokowo
Z pasa na pas.

Stowa kluczowe: modele w przestrzeni stanow,
metody podprzestrzeni, algorytmy identyfikacji,
estymacja parametrow.

Keywords: state space models, subspace methods,
identification algorithms, parameter estimation.

1. WSTEP

Analizujac  zlozono$¢ obliczeniowa metod
identyfikacji opartych na metodach bigdu predykcji,
dokonuje si¢ oszacowania zasobow (np. pamigci,
czasu, liczby procesoréw) na iteracje, w ktérych
parametry wybranej struktury modelu sa wyznaczane
przy zastosowaniu metod optymalizacji nieliniowej
tak, aby znalez¢ najlepsze dopasowanie modelu
do obserwowanych danych [7].

Algorytmy identyfikacji metodami
podprzestrzeni zostaly rozwinigte w ostatnich dwoch
dekadach. = Metody  podprzestrzeni  stanowia

alternatywna klase metod identyfikacji, ktdre nie
wykorzystuja technik iteracyjnych, ale sa oparte na
narzgdziach algebry liniowej. W metodach tych,
modele  systemOw  w przestrzeni  standéw  sa
wyznaczane zuzyciem rozktadu QR irozktadu
wedtug warto$ci szczegoélnych (SVD) oraz operacji
geometrycznych takich jak rzutowanie ortogonalne
i rzutowanie ukosne [3].

Ztozono$¢ obliczeniowa identyfikacji procesow
powtarzalnych, zalezy odrozmiaru  macierzy
przechowujacych informacjg 0 zmiennej
przestrzennej okreslajacej pas lub przejscie i zmiennej
czasowej okresSlajacej pozycje na pasie, przy czym
dhugos$¢ kazdego pasa jest skonczona [1].

Algorytmy podprzestrzeni sktadaja si¢ zdwoch
krokoéw. W kroku pierwszym, z danych sygnalow
wejsciowo-wyjsSciowych, wyznaczany jest rzad

identyfikowanego systemu oraz sekwencja stanéw X, (algorytm
N4SID) lub rozszerzona macierz obserwowalnosci systemu 7

(algorytm MOESP) rys. 1. W kroku drugim wyznaczane sa
macierze A4,B,C,D .
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Rys. 1. Algorytm N4SID wykorzystuje sekwencje stanow,
algorytm MOESP wykorzystuje rozszerzona macierz
obserwowalnosci.

Algorytm identyfikacji metoda predykcji bledu znajdujacy
si¢ toolboxie matlaba [7] oraz zmodyfikowany algorytm N4SID
zastosowano  wecelu  wyznaczenia  czasu  potrzebnego
do cato$ciowej identyfikacji procesu powtarzalnego.

Algorytmy zainicjowano danymi pozyskanymi z symulatora
procesow powtarzalnych. W referacie przedstawiono szacunkowe
ztozonosci zmodyfikowanych algorytméw oraz czas realizacji
procesow identyfikacji.

W rozdziale 2 przedstawiono wprowadzenie
do identyfikacji dyskretnego systemu powtarzalnego. Problem
ztozonosci obliczeniowe] identyfikacji sformutowano ipodano
rozwiazania oparte na algorytmach podprzestrzeni w rozdziatach
3 14. W rozdziale 5 zaprezentowano wyniki symulacji. Wnioski,
przedstawiono w rozdziale 6.

2. MODEL SYSTEMU POWTARZALNEGO
I WEASCIWOSCI GEOMETRYCZNE SYSTEMU
DETERMINISTYCZNEGO

Rys. 2 przedstawia model transmitancyjny dyskretnego
systemu powtarzalnego. Do modelu dane pozyskiwane sa
zdwoch kolejnych pasow. Zalozono LRP jako system
jednowymiarowy z dwoma sygnatami wejsciowymi u,,, i y,
ijednym wyjsciowym y,,,. Uzycie modelu transmitancyjnego
pozwala na doktadne obliczenie estymowanych parametrow.
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Rys. 2. Model transmitancyjny dyskretnego
systemu powtarzalnego.

Model  liniowego  dyskretnego  systemu
powtarzalnego okre$laja nastepujace zaleznosci:

X (p+1) = Ax (p)+ Byy, (p) + Buy,, (p)
Vi1 (P) = Cxia (p)+ Do yi (p) + D (p)
gdzie:
0<p<La-leZ,—
przestrzenna,
k € Z,. — numer aktualnego pasa,

zmienna czasowa lub

xr(p) e R" - wektor stanu,
ye(p) € R' — profil pasa,
ux(p) € R" — wektor wejsciowy,

A,B,By,C,D,Dy— macierze o odpowiednich
rozmiarach.
Warunki brzegowe ipoczatkowe systemu

powtarzalnego dane sg w nastgpujacej postaci:
x11(0)=dpsr s

yo(p)=£(p)

gdzie di. jest wektorem statych wartoscei.

f(p)eR'

Model opisujacy liniowy proces powtarzalny
(1)-(2) mozna zapisaé za pomoca nastepujacych
zalezno$ci macierzowych:

Y,=IX,+HU,,
Yf ZF,-Xf +H,-Uf,
X;=A'X,+4U,,

gdzie: blokowa macierz Hankela dla sygnatéw

wejsciowych U, ma postac:
[1,,1(0) e (J=1)
7:(0) »(G-1
U ,(i—1) u,((+j-2)
Wl(i=1) »i+j-2)
U dif uk+1(i) uk+1(i + ] - 1)
opi-1 = . ..
V(@) Y@+ j=1)
uk+1(j + l) uk+1(i + ])
V(i +1) Y@+ )
U, (2i=1) u,(2i+j-1)
_yk(zi_l) Y Qi+ j=2) |

dif UO\i—l d‘:f &
Ui\Zi—l Uf

_”k+1(0) u,(J-1
¥, (0) (-1
U (i 1) i+ j=2)
Vui=1) ye(i+j=2)
U gy (D) Ui+ j=1)
02i-1 — . ..
() »i+j-1)
U, (j+1) (i + )
yi@+1) ye(i+j)
) U (2i = 1) Uy (2i+ j 1)
BAVZEY) »Q2i+j=2) |
dj‘{ Uy |%lU;
Ui+1\2i—1 U/
Blokowa macierz Hankela sygnalow wyjSciowych

Yy, definiuje sig nastgpujaco:

Vi (0) Yin(G=1)
def Vin(@i=1) Vin(i+j=2)
Y()|2i—1 =l Y@ Yen+j=1
yk+1(i+l) yk+1(i+j)
_yk+1(2i_l) yk+1(2i+j_l)_
Yoia | | Y
I Vi (0) Ven(G =D
ag| Ve @D Vin(i+j=2)
YO|2i—1 =l Yn® Vin@+j=1)
Via@+1) Vi G+J)
LV k1 (2i-1) Vin i+ j=1) |

N R R
Y;+l\2i—1 Yf

Minimalna liczba wierszy macierzy Hankela powinna by¢
wigksza niz rzad systemu. Macierze blokowe Hankela Wi

W zawierajace macierze Y,,U, i Y, ,U, maja postaci:

W def| UO\i—l Up w
0li-1 Yo‘i_l Yp P

U;}
Y,

Macierz sekwencji stanéw X, definiuje sig jako:

W=

14
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def
X, :[x/m(i) xk+1(i+j_1)]

Wazna rolg¢  widentyfikacji  metodami
podprzestrzeni  odgrywaja  takze: rozszerzona
macierz obserwowalno$ci, odwrocona rozszerzona
macierz sterowalnosci imacierz trojkatna dolna
Toeplitza [5]. Rozszerzona macierz

obserwowalnosci /), iodwrotng rozszerzona
macierz sterowalnosci A, definiuje sig¢ nastgpujaco:

C
CA

I =| CA*

CAi—l
defp
4 =[4'[BB,).. A1B BB B,]
Zaktada si¢ takze, zepara {A,C} jest
obserwowalna, apara {4,[BB;]} jest sterowalna.
Macierz trojkatng dolng Toeplitza H, definuje sig

jako:
'[DD,] 0 " 0 i
u] CLB By] [DD,] . 0
H. =|CA[BB,]  C[BB,] 0
| CA™*[BB,] CA’[BB,] [D D,]|
3. PROBLEM IDENTYFIKACIJI
Dla danych o  pomiaréw  sygnalow

wejsciowych ui.(p) 1sygnatdow wyjsciowych
ye(p) 1 y.,(p) Wwygenerowanych zsystemu
powtarzalnego (1) - (2) wyznaczy¢ rzad
systemu i macierze 4,B,B,,C,D,D,z doktadnoscia
do transformacji podobienstwa.

4. 71x.0ZONOSC OBLICZENIOWA
MODYFIKOWANEGO ALGORYTMU
N4SID

Na zlozono$¢ algorytmu N4SID sktadaja sig
rownania (4)-(14):
T, 1DK7N4S]D(n) = Thtanter + Tugos +

Top+T, 0 T +T 5cp

obser ster

Tipk wasip(n) — ztozonos¢ obliczeniowa

modyfikowanego algorytmu N4SID
T 1o (1) — ZI0ZOnOSE  Obliczeniowa wyznaczania

macierzy Hankela

T .. (n) — ztozonos¢ obliczeniowa operacji
rzutowania uko$nego

Ty (1) — ztozono$¢ obliczeniowa rozktadu wedtug
wartos$ci szczegdlnych
T ;.0r (1) — ZYoZONOSC

obliczeniowa wyznaczania

rozszerzonej macierzy obserwowalnosci

T, (n)—zlozonos¢ obliczeniowa wyznaczania rozszerzonej

odwrotnej macierzy sterowalno$ci
T ;scp(n)— ztozono$¢ obliczeniowa wyznaczania nieznanych
macierzy systemu powtarzalnego
n —1ilos¢ wykonywanych operacji

W algorytmie N4SID, sekwencja stanow X, jest
wyznaczana bez znajomo$ci macierzy systemu nieznanego
procesu powtarzalnego [6].

Algorytm ten wykorzystuje rozklad wedlug warto$ci
szczegolnych macierzy w,0 W, w celu obliczenia rzgdu procesu

(H)-(2)
S 0 VIT
WO;W, =[U, Uz]{ 0 O}{VZT:I 4)

gdzie W, eR™, W, eR’”’ sa macierzami wagowymi
zdefiniowanymi przez uzytkownika [4].

Ztozono$¢  obliczeniowa  rozkladu  wedlug  wartosci
szczegblnych jest nastgpujaca:
Tgp(n) = (2”3) 5)

W celu wyznaczenia O; wykonuje si¢ rzutowanie uko$ne
przestrzeni wierszowej macierzy Y, wzdluz przestrzen
wierszowej macierzy W, na przestrzen wierszowa macierzy
U;.

0 =Y, /u, W,
O =Y;/ W,
1 fup™e (6)
Rzad procesu powtarzalnego jest rowny liczbie

niezerowych wartosci szczegolnych w macierzy S, .
Ztozono$¢ obliczeniowa operacji rzutowania uko$nego
oraz wyznaczania macierzy Hankela jest nastgpujaca:

THankel(n) = ( 2 +n +(2n _1)

7
(n2)+(4copsx%+200psxn)) )
3n 2
Tukos' (n) = 7+(7’l+2n )+
®)
281, M 2s1 n
(n o4 7]}1 "+ (2cops XE +1cops x n) J
2cops — dwie operacje kopiowania
Rozszerzone macierze obserwowalno$ci I;il;; sa
obliczane z nastgpujacych zaleznosci:
r=w'u,s\’r,  r.=r; )]

gdzie T jest opcjonalng nicosobliwa macierza
transformacji podobienstwa, a I'; oznacza macierz I'; bez
ostatnich [ wierszy.
Ztozono$¢ obliczeniowa wyznaczania rozszerzonej macierzy
obserwowalno$ci jest nastgpujaca:

1 1 5
T, (n)=|n—=n—=n*+=n|+2n*% +1 10
obser() [ 3 2 6 ] ( )

Sekwencje stanow X, i X,,, wyznacza si¢ z nastgpujacych
rownan:
X, =I}0, Xiy=I],0i, (11)

. + .
gdzie symbol oznacza macierz pseudoodwrotng
Moore’a-Penrose’a.

Ztozonos¢ obliczeniowa wyznaczania rozszerzonej odwrotnej

macierzy sterowalnos$ci jest nastgpujaca:

1 1 5
T (m)=|n*—=n’—=n*+=n|+n*¥ +1 12
Ster( ) ( 3 2 6 ( )
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Macierze systemu 4,B,By,C,D,D, oblicza si¢ U,r Ly O 0o
z nastgpujacego rownania: U, |=|Lny Ln 0 |Q, (15)
A [BBo]l| Xi | _|Xin (13) Uy Ly Ly Ls || 05
C [DD| Ui | | Yui . . o
Rzad procesu powtarzalnego jest rowny liczbie

Ztozono$¢ obliczeniowa wyznaczania nieznanych
macierzy systemu powtarzalnego jest nastgpujaca:

1 1 5
T ypcp (m) Z( (nz —§n3 —Enz +gn]

+2n+n™" +(4cops x%) +n** 41 J

Ztozono$¢ obliczeniowa
algorytmu N4SID nastgpujaca:

modyfikowanego

T]DK_N4SID(n) = (2’13 )+ (2+n+
Qn-1)(n*)+ (4c0psx§+ 2copsxn))+
(37”+ (n+2n°) +(}’l2’81 +37n] +n*M

n , 1 5 1, 5
+(2copsx—+1copsxn) |+|n"——n ——n"+—n
(2cop 5 +leop )] ( 37 73 5 ]

+2n>" +l+(n2 —%n3 —%nz +%nj+n2’8' +1+

(nz L L +§nj+2n+n2’81 +
3 2 6

(4copsx%] +n>* 41 j

Zlozono$¢  obliczeniowa
algorytmu N4SID wynosi:

Om) =8,5n°

dla modyfikowanego

5. Z1.OZONOSC OBLICZENIOWA
MODYFIKOWANEGO ALGORYTMU
MOESP

Na zlozono$¢ modyfikowanego algorytmu MOESP
sktadaja si¢ rownania (16)-(21):

T[DKiM()ESP(n) = Ttanker + Titos + T, T T 4c T T, B.D,

Tipk worsp(n) —zozono$é obliczeniowa

modyfikowanego algorytmu MOESP

Tunie (M) — ztoZono$¢  obliczeniowa wyznaczania
macierzy Hankela
T s (n) — ztozonos¢ obliczeniowa operacji
rzutowania ukosnego

T,,(n)— ztozonos¢ obliczeniowa rozktadu LQ

T, (),Ty , (n) = ztozonosé obliczeniowa
wyznaczania  nieznanych  macierzy  systemu
powtarzalnego

Algorytmy MOESP wykorzystuje rozktad
macierzy LQ w celu obliczenia rzedu procesu (1)-(2)

niezerowych wartosci szczegdlnych macierzy [Ls, 0, ] [2].

Ztozonos¢ obliczeniowa rozktadu LQ jest nastgpujaca:

T,,(n)=|—n"+—n"——n
o0 =307+ 307~

Macierze A4iC wyznaczono przeksztalcajac nastgpujace
rownanie:

(16)
(14)

Y, =I'*HU, (17)
My M, ..M |=[L Ly ... L ]x
[D D] 0 " 0
C[B By] [D Dy] " 0 (18)
CABBy]  C[BBy] .0

CA™[BBy] CA[BB] [D Do]
ZYozono$¢ obliczeniowa wyznaczania nieznanych macierzy
AiC systemu powtarzalnego:

1 1 5
T = v —=nt+Zn |+
¢, (n) ([n 3n 2n 6n]

3 -1
2n2’81+1+2+7n+n2’81+(2c0pyxn2 j+ (19)
1 1 5 n
n+—n ——n*+=n|+n"" +| lcopyx —
( 30 2" T P
Macierze  B,By,D,D, wyznaczono  przeksztatcajac
nastgpujace rownanie:
M,
My| [Li LI, 0] DD
Sl | 00 T BB
M (20)

Ztozono$¢ obliczeniowa wyznaczania nieznanych macierzy
B,By,D,D, systemu powtarzalnego:

1 1 5
T, , (n)= n3+—n3——n2+—n]+
50, (1) ( ( 37 2 6

an*™ +1+2n+37n+(lcopy><n) (1)

1 1 5 n
+|nP+=n’ —=n* +=n |+ 2copyx—
( 3 2 p (2copy 2)
Ztozono$¢ obliczeniowa dla zmodyfikowanego algorytmu

MOESP wynosi:
Om) =11,5n"

6. SYMULACJA

Zbiér danych do wyznaczenia empirycznej zlozonosci
obliczeniowej  pozyskano z przyktadowego  dyskretnego
liniowego systemu powtarzalnego czwartego rzedu okreslonego
przez nastgpujace macierze:

1.5164 —0.7549 0.1245 -0.0008
1 0 0 0
A=
0 1 0 0

0 0 1 0
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1 -0,57138

0 -0,14177
=| | B, =

0 -0,45273

0 -0,25848

B

Do identyfikacji wybrano dane zdwoch
kolejnych paséw i zastosowano algorytm N4SID
oraz algorytm identyfikacji metoda predykcji bigdu
znajdujacy si¢ w toolboxie matlaba [6], przyjgto
nast¢pujacy warunek brzegowy yo(p):O dla

p=1..100 oraz warunek

%1 (0),k=1,..,20
pseudolosowa o rozkladzie rownomiernym na
przedziale [0,2.5]. Sygnat wejsciowy liniowego
systemu powtarzalnego jest sekwencja sygnatow
pseudolosowych o rozkladzie réwnomiernym na
przedziale [0,1]. Na rys. 3 przedstawiono odpowiedz
zidentyfikowanego systemu powtarzalnego na
zadany sygnat wejéciowy u, ., (p).

poczatkowy

zdefiniowany jako warto$¢

Yier1(P)

==
= 2 5
=
> —
=—— —
—_——

Rys. 3. Odpowiedz zidentyfikowanego systemu
powtarzalnego na zadany sygnat wejSciowy
U (p)

Na komputerze z procesorem Genuine Intel®
CPU T2300 @ 1,66GHz, 512 MB RAM algorytm
podprzestrzeni dla sygnatu zadanego u, ,, (p): 1000

potrzebowat 180 msec wecelu identyfikacji
nieznanego procesu powtarzalnego, podczas gdy
algorytm biedu predykcji potrzebowat 14,488 sek.
Sygnat  wejSciowy zmienial si¢ w zakresie
uk+1(p)=100...10000 (wydhuzano dlugos¢ pasa)

i dokonywano pomiaru czasu w jakim wykonuje sig¢
modyfikowany algorytm N4SID rys.4 oraz
modyfikowany algorytm MOESP rys.5.

35

3

25

Sek.

0 1000 3000 5000 6000 8000 10000
u

Rys.4. Wykres empirycznej ztozono$ci
obliczeniowej dla modyfikowanego algorytmu
N4SID.

p,=[02] D=[0] € =[0.0483 0.0729 -q,

14

12

8

Sek.

0 1000 3000 5000 6000 8000 10000
u

Rys.5. Wykres empirycznej ztozonosci obliczeniowej dla
modyfikowanego algorytmu MOESP.

7. WNIOSKI

Ztozono$¢ obliczeniowa zaproponowanych modyfikacji
algorytmow identyfikacji systemow powtarzalnych
opierajacych si¢ na technikach identyfikacji metodami
podprzestrzeni wykorzystuje do obliczen macierzy nieznanego
systemu irzedu systemu powtarzalnego obliczenia w oparciu

o sekwencj¢ sygnatéw wejsciowych en (P) i wyj$ciowych
Yin(P) z biezacego pasa isekwencje sygnatow wyjsciowych

i (p) z poprzedniego pasa. Ztozono$¢ obliczeniowa algorytmu
N4SID jest mniejsza niz algorytmu MOESP. Metody
podprzestrzeni identyfikuja przykltadowy proces powtarzalny
okoto 1000 razy szybciej niz metody bledu predykeji.
Obliczenia zlozonosci algorytméw moga by¢ uzyteczne
w wyborze szybkiego iwykorzystujacego mniejsze zasoby
algorytmu  dla  stacjonarnych  liniowych  procesow
powtarzalnych, ale takze dla proceséw zwolno ewoluujaca
dynamika lub procesow, ktorych dynamika zmienia sig
skokowo z pasa na pas.
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