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Sterowanie poziomem w metodach projekcyjnych
dla problemdéw minimalizacji wypukite;
nierozniczkowalnej

Robert Dylewski

Streszczenie: W artykule przedstawiono nowa metode
sterowania poziomem ze zmiennym parametrem poziomu,
uzywana w metodach projekcyjnych dla problemow
minimalizacji wypuktlej, w ktérych funkcja celu nie musi
by¢ rozniczkowalna. Pokazano, ze metoda ta spehnia
warunki gwarantujace  zbiezno$¢ do rozwiazania
problemu. Uzyskane wyniki, dla problemow testowych,
wskazuja na mozliwo$¢ zmniejszenia liczby wyznaczen
warto$ci  funkcji  celu  isubgradientu  potrzebnej
do wyznaczenia rozwiazania g-optymalnego.

Stowa kluczowe: metody projekcyjne, minimalizacja
wypukta nier6zniczkowalna
1. WPROWADZENIE

W artykule
wypuklej postaci:

rozwazamy problem minimalizacji

minimalizowaé

f()

xeD, M

wzgledem

gdzie funkcja f:R" — R jest wypukta (nickoniecznie

rézniczkowalna) izbior D c R" jest niepusty, zwarty
i wypukty. Wtedy zbior rozwiagzan optymalnych dla tego
problemu M ={zeD: f(z) < f(x)dla kazdego x € D}
jest niepusty, czyli funkcja f osiaga minimum f " na
zbiorze D.

Zajmujemy si¢ metodami wyznaczania rozwigzania
problemu (1), ktére maja postaé procedur iteracyjnych
generujacych ciag (x;) kolejnych przyblizen postaci:

x, € D —dowolny

(2

X =P (X, + 248,),

gdzie: f, e R" jest kierunkiem poszukiwaf, 4, >0 jest

dlugoscia kroku, za§ P, (x)=argmin _,|y— x” oznacza

projekcj¢ metryczng punktu x na zbiér D, (||x|| =vx'x -

norma euklidesowa wektora x € R").

Funkcja celu f dla problemu minimalizacji wypuklej
(1) najczgsciej nie jest podana explicite. Jej warto$ci sa
czesto rozwigzaniami pewnych pomocniczych probleméw.
Dla zadan minimalizacji wypuklej stawia si¢ minimalne
wymagania dotyczace informacji o funkcji celu f:
(W1) dla kazdego x € D mozna wyznaczy¢ warto$¢ f(x)

funkcji celu fi jej (jeden) subgradient g/ (x).

Wymaganie to realizuje si¢ poprzez odwotywanie si¢
procedury iteracyjnej do tzw. ,,wyroczni” (oracle) majacej
posta¢ osobnej procedury, w ktorej na wejsciu podaje si¢
wektor x € D ana wyjSciu otrzymuje si¢ wartos¢ f(x)
ijeden subgradient g,(x)edf(x), gdzie zbior

of(x)={geR": f(»)- f(x)2(g.y—x),yeR"}
subrozniczka funkeji f wpunkcie x, ({x,y)=x"y -

jest

skalarny wektorow x,y € R").

1gr(x) jest
kosztowniejsze niz

standardowy iloczyn
czesto  obliczeniowo

wyznaczenie kierunku

Wyznaczenie f(x)
znacznie
poszukiwan te R". Procedura iteracyjna powinna byé
wigc skonstruowana tak, aby mozliwie jak najmniej razy
odwolywala si¢ do ,wyroczni”’. Tego typu wymagania
stosuje si¢ w wigkszosci metod minimalizacji wypukle;j.
Przy poréwnywaniu roznych metod, bierze si¢ przede
wszystkim pod uwagg liczbg¢ wyznaczen wartosci funkeji
celu ijej subgradientu potrzebna do otrzymania tzw.
rozwigzania e-optymalnego. Punkt x, € D nazywany jest
rozwiazaniem g-optymalnym problemu (1), jesli spelniony
jest warunek:

f(x,)< f(x)+edlakazdegox e D. 3)

Podobne uwagi dotycza zbioru rozwiazan
dopuszczalnych D. Zaktada sig, ze informacje o tym
zbiorze uzyskuje si¢ wtrakcie realizacji procedury
iteracyjnej w nast¢pujacy sposob:

(W2) dla kazdego xe€ R" mozna wyznaczyé projekcje
metryczna P, (x) punktu x na zbiér rozwigzan
dopuszczalnych D.

Zatozenie (W2) powoduje, ze dla danego punktu x € R"

mozna  stwierdzi¢, czy jest on rozwiazaniem
dopuszczalnym. Jezeli nim nie jest, to mozemy w zbiorze

rozwiazan dopuszczalnych wyznaczy¢ punkt lezacy
najblizej punktu x.
Zwroémy uwagg, ze w minimalizacji wypuklej

nier6zniczkowalnej, klasyczne metody minimalizacji
(wykorzystujace rozniczkowalno$¢ funkcji celu) nie moga
by¢ stosowane. Nie musza one by¢ zbiezne do rozwiazania
optymalnego, nawet gdy funkcja celu jest rozniczkowalna
we wszystkich  kolejnych przyblizeniach rozwiazania.
Mozna otrzymac¢ tez zbiezno$¢ do punktu, ktory nie jest
rozwiazaniem optymalnym [13].
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2. METODY PROJEKCYJNE
ZE STEROWANIEM POZIOMEM
Metody projekcyjne ze sterowaniem poziomem dla

problemu (1) maja posta¢ schematu iteracyjnego (2),
gdzie:

e 1,€(02) jest tzw. wspotczynnikiem
relaksacyjnym;
e wektor #; jest postaci
tk:PSk(xk)_xk; 4)
e 7bidr §; jest postaci
S, :ﬂieLkS(f,.,ak), ®)

gdzie: S(f;,a,)={xeR": fi(x)<a,} jest zbiorem
podpoziomicowym funkcji f; dla poziomu oy,
a fi(x)= <g/. (x;),x— xl.> + f(x;) jest linearyzacja
funkcji f wyznaczona w punkcie x;;

o [, c{1,2,.,k} jest zbiorem wybranych linearyzacji
takim, ze ke L,;

e poziom
a, =(l-p)ar+ma, (6)

jest przyblizeniem wartoéci minimalnej f~ funkcji
celu f;
e 1, €(0,1] jest parametrem poziomu;

e« jest gornym ograniczeniem wartosci /-
ar =min, ., f(x,); (7

. . . , . .
e o, jest dolnym ograniczeniem wartosci f

aktualizowanym w trakcie procesu iteracyjnego

a, <[ ®)

Dodatkowo zaktada sig, ze znane sa:
- gbrne ograniczenie R odleglosci punktu startowego x|
od zbioru rozwigzan M, R > d(x,,M),

- poczatkowe dolne ograniczenie ¢, wartosci minimalne;j
f7 funkcji f.

Jezeli nie znamy lepszego poczatkowego dolnego
f
a, = f(xl)—"gf (xl)”R (patrz [5, Remark 3]).

Przedstawiona powyzej metoda jest modyfikacja
metod opisanych w[1, Iterative Scheme 2] 1i[8,
Algorithm 2.2]. W prezentowanej metodzie wprowadzono
zmienny parametr poziomu g, W miejsce u = const
w metodach [1] 1 [8].

W omawianej metodzie projekcyjnej waznym
problemem jest odpowiednia selekcja linearyzacji (wybor
zbioru L;) wcelu konstrukcji zbioru S; iwektora f.
W najprostszej metodzie Kima-Ahna-Cho [7] wybiera si¢
tylko linearyzacje¢ uzyskana w biezacej iteracji (L, = {k}).
Druga skrajna mozliwoscia jest wybor wszystkich
dotychczas otrzymanych linearyzacji (L, = {1, 2, ..., k}),
jest tak  wmetodzie Lemaréchala-Nemirovskiego-
Nesterova [10]. Pierwsza metoda okazuje si¢ w praktyce
bardzo wolno zbiezna, cho¢ koszt pojedynczej iteracji jest

ograniczenia ¢, Wwartosci to mozna przyjaé

niewielki. Dla drugiej metody obserwuje si¢ w praktyce
zbiezno$¢ znacznie szybsza od pierwszej, ale naklady
obliczeniowe w pojedynczej iteracji sa bardzo duze.
W kazdej iteracji jest m.in. rozwiazywane zadanie
programowania kwadratowego wcelu wyznaczenia
wektora projekcyjnego # (4). W pracach [8, 1, 3, 4]
przedstawiono metody selekcji linearyzacji begdace
pewnym  kompromisem  migdzy  przedstawionymi
skrajnymi mozliwosciami. W pracy [8] pokazano, ze jezeli
Ly jest pewnym podzbiorem zbioru {1, 2, ..., k} takim,
ze k € L, , to przy odpowiedniej aktualizacji ograniczenia
dolnego «, ciag x; jest zbiezny do rozwiazania. W pracy
[1] wprowadzono model selekcji stozka rozwartego,
a w pracach [3, 4] model selekcji residualne;.

Osobnym problemem w metodach projekcyjnych jest

. . . T
uaktualnianie dolnego ograniczenia ¢, wartosci f .

W metodzie Kima-Ahna-Cho [7] wprowadzono sposob,
kiedy a, <f

ze znajomos$ci R). Jezeli stwierdzi sig, ze a, < f " to

pozwalajacy  wykry¢ (korzystajac

w kolejnej iteracji mozna przyja¢ «,,, = a,. W metodach
selekcji linearyzacji wprowadzonych w[1, 3, 4] mozna
dodatkowo wykrywa¢ kiedy poziom e, jest za niski
(e, < f7) wprzypadku kiedy wyznaczony zbiér S, = @
(korzystajac zrozkladu Cholesky’ego macierzy Grama
G, G, kolumn macierzy G, = [gy(x): i€ L, ]).

W pracy [5] pokazano zbiezno$¢ prezentowanej
metody (2, 4, 5, 6, 7, 8), dla parametru poziomu g,
spetniajacego warunek

e €l 0<p<p<l, ©)

do rozwiazania problemu (1). Parametr x4, spekniajacy
warunek (9) wprowadzony w metodzie projekcyjnej
w pracy [5] nie musi by¢ staly tak jak we wczesniejszych
metodach z prac [8, 1].

3. STEROWANIE POZIOMEM

W punkcie tym przedstawiono propozycjg sterowania
poziomem «, (6, 7, 8), ktére spelnia warunek (9). Pomyst
jest podobny do zaproponowanego w metodzie
subgradientowej przedstawionej w pracy [6], ktora jest
pewna modyfikacja metody Polyaka [11]. Idea polega na
tym, zeby poziom ¢, nie obniza¢ po kazdej poprawie
(zmniejszeniu) Qk ,
»Wystarczajacego spadku”.

Niech u € (0,1). Wprowadzamy dodatkowo parametr

adopiero  po  uzyskaniu

pr do sprawdzania wystarczajacego spadku:

P =Pp,+(1- P, (10)
gdzie fe(0,1], natomiast ; . 1 a, sa aktualizowane
W nastgpujacy sposob:

b ;1 = El >
o jezeli f(x,)< p,, toprzyjac p, = f(x,)=ax,

w przeciwnym przypadku przyjaé ; P = ; s (A1)
e o =(-pp, +ua,. (12)
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Pokazemy teraz, ze sterowanie poziomem opisane
przez (10, 11, 12) spetnia warunek (9).
Uwagi:
1) Jezeli =1, to k>1

P =p, =ai(z(10) i(11)) iw(12) otrzymujemy

dla kazdego mamy

a, = (- u)ar +pa,, gdzie
M, = p=const(czyliy, [E’;]’ gdzie :; = u).
Spetiony jest zatem warunek (9).

2) Jezeli fe(0,]) 1w k-tej iteracji f(x,)< p, w(ll),
to ;k =a ipodobnie jak wuwadze 1) spetniony
jest warunek (9) z u, = u.

3) Jezeli fe(0,1) iw k-tej iteracji f(x,)> p, w(ll),
to ;k :;k—l >a; iwkonsekwencji w(12) mamy

o, =a, ,. Niech teraz

(13)
Przyjmujac w (6) parametr , okreSlony przez (13)
takze

= (ar—a, )l ar—a,).

otrzymujemy a, =a,,. Zatem poziom
w(12),

p=(py—a, )p,—a,) jest rowny poziomowi

zdefiniowany gdzie

zdefiniowanemu w (6) z u, okreslonym przez (13).

Pozostaje pokaza¢, ze u, w(13) spelnia warunek

9). Poniewaz p zEk, wigc < u. Ponadto,
Dy H S H

Py —a, =(p,—a)/ u

wigc

poniewaz ax > p;,
ipo—a,=p(p, —a),
H > (p—a ) (py —a,) = Pu. Zatem p, €[p, ul,

gdzie p=fu, uu=p.

4. TESTY NUMERYCZNE

W punkcie tym przedstawiono wyniki dla
metody projekcyjnej ze sterowaniem poziomem
opisanym w punkcie 3.

4.1. PROBLEMY TESTOWE

Testy numeryczne przeprowadzono dla
nastgpujacych standardowych problemow testowych
minimalizacji wypuktej nier6zniczkowalne;j:

1) Problem Shora (Shor) [12]
J(x) =max,_, biZ(fj _aij)zﬂ n=35,
=1

/" =22.600162096, [x, - x’

= 2.2955, f(x,) = 80.
2) Problem Goffina (Goffin)
f(x)= nmax,_;., §j - icfj, n=>50,
=
7 =0, ||x1 - x" =102.042, f(x,) =1225.

3) Problem Hilberta (L1hil)

n

f®=

i=1

n

DUE =D+ -1

J=1

11=0, -

, n=10,

=3.162, f(x,) = 13.3754.

4) Problem Lemaréchala (Maxquad) [9]
S(x) = max . (x" 4,x b x), n =10,
£ =-0.84140833, ||x1 — x| =3.189, £(x,)=5337.

5) Problem Lemaréchala (TR48) [9]
f(x) = Zd, max, ;, (gj - aij) - Zsjé:js n =43,
il =

/7 =—638565, v, —x’

=1978.4, f(x,) = —464816.

6) Problem Rosena-Suzuki (Rosen) [2]
S(x) =max,, (xTAix _biT'x+ ¢;), n=4,

S =44, |, = x| = 244954, 1 (x) = 0.

4.2. WYNIKI TESTOW

W punkcie tym przedstawiamy rezultaty testow
numerycznych dla metody projekcyjnej ze sterowaniem
poziomem opisanej w punkcie 2, (szczegdly metody
przedstawione sa  wpracy [5]). Wykorzystano
zaproponowane przez autora sterowanie poziomem
opisane w punkcie 3, spetniajace warunek (9). Do selekceji
linearyzacji wykorzystano metodg selekcji residualnej
(szczegodty przedstawione sa w pracach [3, 4]).

W prezentowanych wynikach przez R oznaczamy
przyjgte gorne ograniczenie odleglosci punktu startowego
od zbioru rozwigzan (R =d(x;,M)) iprzyjmujemy
D = B(x,,R). Stosujemy kryterium zatrzymania postaci

ax —a, <¢& dla bezwzglednej tolerancji optymalnosci e.
Po spehieniu takiego kryterium zatrzymania, dla punktu
x¢ =argmin, ., f(x,) zachodzi f(x¢)< f +e&, zatem

Xr jest rozwigzaniem g-optymalnym (patrz warunek (3))

dla problemu (1).
Przez #f/g oznaczamy liczbg¢ wyznaczen wartosci
funkcji celu 1ijej subgradientu, aprzez # liczbg

aktualizacji ograniczenia dolnego &, wartosci f .
Metoda zostala zaprogramowana w Fortranie 90

(Lahey Fortran 90 v. 3.5), aobliczenia byly
przeprowadzone przy podwojnej precyzji.
Wtabeli 1  przedstawiono  wyniki  testow

numerycznych dla podanych problemow testowych.
Przyjeto wspotczynnik relaksacyjny A, =1 1iparametr
1 =0.5. Porownano wynikidla g=11 #=0.8.
Przypomnijmy, zedla f =1 otrzymujemy poziom
a, = (l—ﬂk);k +u o, gdzie

kazdego k=1, apoprawa p, jest wykonywana od razu

M, =p=const dla

(;k =ay ), gdy f(x;) <ax (patrz uwaga 1)). Natomiast
dla B =0.8, jezeli w k-tej iteracji f(x,)> p,,t0 g, < u,
o, =a,,, a ;k :;H >ay (patrz uwaga 3)). Mozemy

zaobserwowaé, dla podanych problemoéw testowych,
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poprawg wynikow dla S =0.8<1 wpordwnaniu z =1
(patrz tabela 1). W wigkszos$ci przypadkéw uzyskujemy

mniejsza liczb¢ wyznaczen wartosci funkcji  celu
i subgradientu #f/g, ponadto czgéciej wykonywane sa

uaktualnienia  dolnego  ograniczenia ¢,  wartosci
minimalnej f~ funkcji celu.

Tabela 1.

Wiyniki testow

B=1 £=038
Problem a, R £ te | # | #g | #
> [ 10° 41 | 15 35| 18
Shor O 10 s 2720 42 23
) 5] 10° 66 | 12 61 | 17
Goffin -10 0 05 T 68 [ 17| 63 21
. ) 5| 10° 30 | 15 30 | 15
L1hil -10 O o T w718 41| 19
,[10° ] 150 19| 146 | 18
Maxquad 0 10T R TG T oA [ 166 | 22
1002337 [ 121975 | 12

_7%10° %103

TR48 70T SHOT s 5007 [ 14 | 2462 | 15
2 , [ 10° 45 | 19 41 ] 19
Rosen 10 WO 0 T 50 [ 24 | 50 24

5. PODSUMOWANIE

Problemy minimalizacji wypuklej
nier6zniczkowalnej  pojawiaja  si¢ ~ w optymalizacji
w sposob naturalny. Czesto w wyniku tzw. dyskretyzacji
problemu wyjsciowego (np. zagadnienie planowania
radioterapii Z uzyciem wiazek o modulowanej
intensywnos$ci, zagadnienie tomografii komputerowej,
problem ugigcia membrany, programowanie semi-
nieskonczone) otrzymujemy do rozwigzania problem
z funkcja celu wypukla i nier6zniczkowalna.

W artykule zaproponowano nowa metode sterowania
poziomem Ze zmiennym parametrem poziomu
w metodach projekcyjnych dla problemu minimalizacji
wypuktej, niekoniecznie roézniczkowalnej. Pokazano,
ze metoda ta spelnia warunki przedstawione w[5]
gwarantujace zbiezno$¢ do rozwiazania. W metodzie tej
parametr poziomu nie musi by¢ staty dla kazdej iteracji.

Implementacj¢ wykonano w Fortranie 90. Uzyskane
wyniki, dla podanych standardowych probleméw
testowych minimalizacji wypuklej nierdzniczkowalne;j,
wskazuja na mozliwo$¢ zmniejszenia liczby wyznaczen

wartosci  funkcji  celu  isubgradientu potrzebnej
do wyznaczenia  rozwiazania  ¢-optymalnego,  przy
jednoczes$nie zwigkszonej czgstotliwosci  uaktualnien

dolnego ograniczenia warto§ci minimalnej funkcji celu.
Zaproponowana metoda sterowania poziomem pozwala
zatem na poprawe szybkosci zbieznosci.
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