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Zastosowanie metod projekcyjnych
w optymalizacji wypuktej nierézniczkowalnej

Robert Dylewski
Streszczenie: ~ W artykule  przedstawiono  metody Klasyczne metody minimalizacji zastosowane
projekcyjne  stosowane  w optymalizacji ~ wypuklej bezposrednio do problemu (1) nie sa w ogdélnos$ci zbiezne
nier6zniczkowalnej. Opisano problemy optymalizacji, do rozwigzania optymalnego, nawet gdy funkcja celu jest

w ktorych pojawiaja si¢ funkcje nierdzniczkowalne.
Przedstawiono wyniki uzyskane metoda projekcyjna
z selekeja residualng dla problemu membrany.

Stowa Kkluczowe: metody projekcyjne, optymalizacja
wypukta nier6zniczkowalna

1. WPROWADZENIE

W pracy rozwazamy  problem  minimalizacji
wypuklej bez ograniczen postaci:
minimalizowa¢  f(x) )
wzgledem xeR",

gdzie funkcja f:R" — R jest wypukla, niekoniecznie
rézniczkowalna.

Zaktadamy, ze zbidr rozwigzan optymalnych dla tego
problemu M* ={zeR": f(z)< f(x)dlakazdegox € R"}
jest niepusty, czyli funkcja £ osiaga minimum globalne f*.

Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna dla kazdego

xeR", to: x eR”

(x"eM") problemu (1) wtedy itylko wtedy, gdy

jest rozwiazaniem optymalnym

Vf(x") =0. Funkcja wypukta jest rozniczkowalna prawie
wszgdzie. Jezeli natomiast funkcja wypukta f posiada
w dziedzinie punkty, w ktérych nie jest roézniczkowalna
(moze ich by¢ skonczona liczba), to w punktach tych
mozna wyznaczy¢ zamiast gradientu tzw. subrozniczke

F()={geR": f(N-f(x)2(g,y-x),yeR"},
(<x, y> =x"y oznacza standardowy iloczyn skalarny

wektorow x,y € R"). Element g ,(x) € 9f (x) nazywa sig
subgradientem funkcji /' w punkcie x. Oczywiscie, jezeli f
jest rozniczkowalna w x, to subrézniczka w tym punkcie
jest zbiorem jednoelementowym i of (x) = {Vf(x)}.

Podsumowujac, warunek konieczny i wystarczajacy
optymalnosci dla problemu (1) ma postac [14]:

X eM < 0edf(x). )

Dla zadan minimalizacji wypuklej (1) stawia sig
minimalne wymagania dotyczace informacji o funkcji
celu f: dla kazdego x € R" mozna wyznaczy¢ warto$¢ f'(x)
funkcji celu £ jej (jeden) subgradient g € of (x).

rozniczkowalna w kazdym punkcie bgdacym kolejnym
przyblizeniem rozwiazania. Moze tez si¢ zdarzyc,
ze otrzymamy zbiezno$¢ do punktu, ktoéry nie jest
rozwiazaniem optymalnym (przyktad 3.3 w pracy [14]).
Dla funkcji rézniczkowalnej gradient jest ,,maty”
w poblizu punktu realizujacego jej minimum. Dla
klasycznych metod minimalizacji rézniczkowalnej mozna
przyja¢ kryterium zatrzymania postaci ||Vf (x, )||<g dla

zadanej tolerancji optymalnos$ci & (|| x" =+/x"x oznacza

norm¢ euklidesowa wektora xe R"). Kryterium tej
postaci nie mozna jednak stosowa¢ w przypadku
minimalizacji nierdzniczkowalnej, nawet jes$li gradient
funkcji celu zastapi si¢ jej subgradientem. Subgradient
bowiem nie musi by¢ inajczgéciej nie jest ,,maly”

wpoblizu  rozwiazania  optymalnego. = Wystarczy
rozpatrze¢ prosty przyktad f(x) :| X | =max{-x,x}. Dla
x#0 gradient jest rowny +1 albo -1, natomiast

of (0)=[-L1].
Wystepuje jeszcze
rozniczkowalnej kierunek

inny problem. Dla funkcji
t =-Vf(x) jest kierunkiem
najszybszego spadku w punkcie x, natomiast dla funkcji
wypuktej, ktoéra nie jest rozniczkowalna w punkcie x,
kierunek ¢=-g, gdzie g edf(x) nie musi by¢ nawet
kierunkiem spadku (wektor ¢ jest kierunkiem spadku
funkcji f w punkcie x w kierunku ¢, jesli istnieje 7>0
takie, ze dla kazdego A€(0,7) zachodzi

f(x+AH)< f(x)).

2. METODY PROJEKCYJNE DLA
PROBLEMOW MINIMALIZACJI WYPUKLE]J
W punkcie tym przedstawiamy metody projekcyjne,

ktére zastosowane do problemoéw postaci (1) gwarantuja
zbieznos¢ do rozwiazania optymalnego. Metody te maja

posta¢ procedury iteracyjnej generujacej ciag (xy)
kolejnych przyblizen postaci:
x, € R" —dowolny
: 3)

Xpa =X + 40,

gdzie:



198

KNWS 2010

e 1,€(0,2) jest tzw. wspotczynnikiem
relaksacyjnym;
e Wektor rzutowy ¢, jest kierunkiem poszukiwan
postaci
t, =P (o) — x; 4)
(Ps(x)=argmin ||y — x|| oznacza projekcje
metryczng punktu x na zbior S);
e  7bidr Sy jest postaci
Sk :ﬂieLk S(f;'aak)a (5)
gdzie: S(f,a)={xeR": f,(x)<a,} jest
podpoziomica funkcji f; dla poziomu o,
a f,(x)= <g/- (x,),x— xi> + f(x;) jest linearyzacja
funkcji f'w punkcie x;;

o [, c{l,2,.,k} jest zbiorem wybranych linearyzacji
takim, ze ke L,;

e poziom
o, =(-mwar + pa, (6)
jest przyblizeniem wartoéci minimalnej f~ funkcji
celu f;
e ue(0,1] jest parametrem poziomu;
o i jest ograniczeniem goérnym wartosci f :

Ek =min,, f(x,); )

e «, jest ograniczeniem dolnym wartosci f~

aktualizowanym w trakcie procesu iteracyjnego
a, <f". (@)
Dodatkowo zaklada sig, Ze znane jest ograniczenie

gorne R odlegltosci punktu startowego x; od zbioru

rozwiazah M, (R>d(x,M")) ipoczatkowe

ograniczenie dolne ¢, warto$ci minimalnej f " funkcji £,
Jezeli nie znane jest lepsze poczatkowe ograniczenie
mozna  przyjac

dolne @, wartosci f7, to

a, = f(x)=|g,(x)|R (uwaga 2) w pracy [2]).
Poszczegélne metody rdéznia si¢ przede wszystkim
wyborem zbioru L; isposobem aktualizacji ograniczenia

dolnego a, wartosci f . Jezeli znana jest warto$¢ [,

to w(6) mozna przyja¢c u=1, a,=f " ipoziom
a, =f". Jezeli dodatkowo L, ={k}, to otrzymujemy
metod¢  Polyaka [13], gdzie wektor rzutowy

== ()~ g, ) g, @l . W przypadku, gdy

/" nie jest znane (< (0,1)), sposob aktualizacji a,
wykorzystujacy informacj¢ o R podano w[9]. W pracy
[10] pokazano, zejezeli L, jest pewnym podzbiorem
zbioru {1, 2, ..., k} takim, ze kel,, to przy

odpowiedniej aktualizacji ograniczenia dolnego «,

(wykorzystujacej informacje o R) ciag x; jest zbiezny
do rozwiazania. W [11] zaproponowano metodg, w ktorej
do zbioru L; brane sa wszystkie otrzymane linearyzacje L;
= {1, 2, ..., k}. W pracy [2] wprowadzono model selekcji

stozka rozwartego do wyboru zbioru L; i w konsekwencji
konstrukeji wektora #;, a w pracach [3] i [4] wprowadzono
tzw. model selekcji residualnej, dla ktorej selekcja stozka
rozwartego jest szczegdlnym przypadkiem. Wykorzystujac
model selekcji residualnej albo selekcji stozka rozwartego
mozna dodatkowo wykrywaé kiedy poziom ¢« jest

zaniski (a, < f*) wprzypadku kiedy wyznaczony zbior
S, =0 (korzystajac zrozkltadu Cholesky’ego macierzy
Grama G,G, kolumn macierzy G, = [gr (xp): €L, ]).
Jezeli stwierdzi sie, ze @, < f*, to wkolejnej iteracji

mozna wykonac
Xy = O

aktualizacj¢ ograniczenia dolnego

W podanych metodach projekcyjnych wektor
nickoniecznie jest spadkowy, ale w przypadku, gdy

a, > f" dlakazdego k >1, to ciag (x;) jest monotoniczny
M, tzn.
xeM™ idla

wsensie  Fejéra  wzglgdem  zbioru

||xk+1 —x|| < ||xk —x|| dla  dowolnego

dowolnego k >1.
W prezentowanych metodach
mozemy stosowa¢ kryterium

< ¢ dla bezwzglednej tolerancji optymalnosci &

projekcyjnych
zatrzymania  postaci
Xk — &y
Po spehieniu takiego kryterium zatrzymania, dla punktu
xx —argmin,__, f(x,) zachodzi f(xi)<f' +é&, zatem

Xr  jest tzw.
problemu (1).

rozwigzaniem ¢-optymalnym  dla

3. PRZYKLADY PROBLEMOW
OPTYMALIZACII WYPUKLE]
NIEROZNICZKOWALNEJ
Problemy postaci (1) pojawiaja sig
w optymalizacji w sposob naturalny. W punkcie
tym podajemy kilka przyktadow problemow,
ktore maja postac (1) 1 wystepuja w nich funkcje
nier6zniczkowalne.
3.1. PROBLEM DOPUSZCZALNOSCI LINIOWEJ
Problem dopuszczalnosci liniowej ma postac:
xeR"

spetniajacy A”'x <b,

znalez¢

€))

gdzie: A jest macierza typu nxm i b=(b,,...,b,)" €R",
o ile taki x istnieje.

Mozna tez rozpatrywaé problem postaci:
minimalizowa¢  f(x) = max{4, x—b,,..., A x—b, 0}

xeR",

10
wzgledem (10)

gdzie: A; oznacza i-ta kolumng macierzy A4, i€ {l,...,m}.
Otrzymana w (10) funkcja f jest wypukta, ale moze by¢
nierézniczkowalna.

Jezeli wiadomo, ze zbidr rozwiazan
M, ={x:A"x <b} problemu (9) jest niepusty, to problem
(9) jest rownowazny problemowi (10) ze znana wartoscia

minimalng f* =0. Jezeli natomiast nie wiemy, czy
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M, =0,
metoda projekcyjng opisana w punkcie 2, mozemy przyjaé

to wyznaczajac rozwiazanie problemu (10)

a,=0< f". Rozwiazanie g-optymalne x; problemu (10)
spetnia wtedy warunek

ATxi—b < f"+e
gdzie [~

wartoscia, dla ktoérej speliony jest ten warunek.
Oczywiscie, jezeli M,#O, to powyzszy warunek

przyjmuje postaé AI-T;k —b, <& dlakazdego i € {l,...,m}.

(11

dla kazdego ief{l,...,m}, jest minimalng

W problemach postaci (9) czgsto M, =0 albo nie
wiemy, czy M, =0. W wigkszosci metod stosowanych
bezposrednio do problemu (9) mamy zagwarantowana
zbieznos¢, tylko gdy M, # O (patrz np. [1]), ewentualnie
wykry¢, ze M, =0
iteracyjnego (patrz np. [5]). Stosujac metodg projekcyjna
do problemu (10) nie musimy wiedzie¢, czy M, = O,

mozemy w trakcie  procesu

a otrzymane rozwiazanie ma pozadana wiasnos¢ (11).

Problem postaci (9) pojawia si¢ np. w radioterapii.
W zagadnieniu planowania radioterapii z uzyciem wiazek
o modulowanej intensywno$ci  (intensity = modulated
radiation therapy — IMRT) trzeba ulozy¢ plan naswietlen
promieniami rentgenowskimi majacy na celu zniszczenie
guza nie niszczac jednoczesnie zdrowych organéw. Model
matematyczny  otrzymany  w wyniku  dyskretyzacji
problemu IMRT ma wilasnie posta¢ (9), gdzie uklad
ograniczen w postaci nieréwnosci liniowych najczesciej jest
sprzeczny. Nalezy okresli¢ wektor intensywnosci radiacji
»najblizszy” spetnieniu tych ograniczen (szczegdély mozna
znalezé w[8]). Podobnie, w zagadnieniu tomografii
komputerowej (wyznaczanie przekroju pewnego obiektu)
otrzymuje si¢ model matematyczny postaci (9) z macierza
rzadka A duzych wymiarow (patrz np. [7]).

3.2. PROBLEM MINIMALIZACJI WYPUKLEJ
Z OGRANICZENIAMI

Problem minimalizacji wypuklej z ograniczeniami ma
postac:
minimalizowac f(x)

xeR"

przy ograniczeniach ¢, (x)<0,iel,

wzgledem (12)

gdzie:  f,c,:R" > Rjiel={l,.,m}

wypuktymi. Problem (12) mozna sprowadzi¢ do problemu

sa  funkcjami

bez ograniczen (1), wprowadzajac tzw. dokladna
funkcie kary D(x)=a f(x)+ c+(x)||, gdzie:
¢t () =6 (sen ', € (¥) = max{e,(x),0},i €1,
a>0, za$ |||| oznacza jakakolwiek norme w R", na

przyktad norme /; lub /. W przypadku normy [/, problem
minimalizacji doktadnej funkcji kary przyjmuje postac:

minimalizowa¢ @ (x) =« f(x)+max{0,c,(x):iel}

(13)

wzgledem xeR".
Dla dostatecznie malego a >0 przy pewnych
zalozeniach dotyczacych funkcji ograniczen
c,(x), i={l,..,m} problemy (13) 1i(l2) sa sobie

rownowazne. Szczegoty mozna znalez¢ w [6] (ustgp 14.3).
Zaleta powyzszego podejscia  jest  sprowadzenie
trudniejszego problemu minimalizacji z ograniczeniami,
do prostszego problemu minimalizacji bez ograniczen. Ceng
za to jest utrata rézniczkowalnosci. Doktadna funkcja kary
jest najczeSciej nierdzniczkowalna, nawet jesli funkcje

,¢;, iel sa rozniczkowalne. Natomiast doktadna
funkcja kary jest wypukla, jesli funkcje f,c;, iel sa
wypukte.

3.3. PROBLEM MEMBRANY

Problem membrany mozna przedstawi¢, przy pomocy
rownania Laplace’a z warunkiem brzegowym, w postaci:
wyznaczy¢ u takie, ze
—Au=f na Q
u=0 na 0Q,
gdzie: Q=[0,1]x[0,1],
_0u  du . . . o
Au = 8x_2 +— . W réwnaniu tym f oznacza sitg dzialajaca
prostopadle do elastycznej membrany, za$
membrany pod wplywem dziatajacej sity.
Problem (13) mozna sformutowa¢ rownowaznie jako
problem minimalizacji postaci:

(13)

0Q oznacza brzeg obszaru Q,

u ugiecie

minmalizowaé %a(u,u) —(f,u)

(14

wzgledem uek,
gdzie: a(u,w) = IQVuTVw i K={u:u=0 na 0Q}.
Natomiast problem (14) mozna rozwiazaé przez

dyskretyzacje, dzielac obszar €2 na kwadraty i zastepujac u
if przez ich kawatkami liniowe aproksymacje. Po
dyskretyzacji  otrzymujemy  problem postaci (1)
zkwadratowa funkcja celu p:R" xR"' >R, gdzie

NxN jest liczba kwadratow, na ktoéra zostal podzielony
obszar Q) . Szczegdly mozna znalez¢ w [12].

Na koniec prezentujemy wyniki dla problemu
membrany, w ktorym przyjeto silg /=1 1 N =39, czyli
wymiar zadania po dyskretyzacji wynosi 40*40=1600. Do
wyznaczenia rozwiazania uzyto metody projekcyjnej
opisanej przez (3, 4, 5, 6, 7, 8), gdzie do wyboru zbioru L;
(1w konsekwencji konstrukcji wektora #) zastosowano
metode selekcji residualnej opracowana przez autora
i A. Cegielskiego (szczegdlty mozna znalez¢ w [3] i [4].

Rys. 1. Uzyskane rozwiazanie dla k= 34, £=0.1130
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Rys. 2. Uzyskane rozwiazanie dla k=305, £=0.0126

Rys. 3. Uzyskane rozwiazanie dla k= 1047, = 10"

Implementacj¢ wykonano w Fortranie 90 (Lahey Fortran
90 v. 3.5), aobliczenia byly przeprowadzone przy
podwdjnej precyzji. Do graficznego przedstawienia
rozwiazania wykorzystano pakiet matematyczny Matlab.
Przyktadowe wyniki przedstawiono na rysunkach 1,
2 i3. Przez k oznaczono liczb¢ wyznaczen wartosci
funkcji celu ijej subgradientu, aprzez & bezwzgledna
tolerancj¢ optymalnosci, dla ktorej speilnione byto

kryterium zatrzymania o —¢, < ¢ .

4. PODSUMOWANIE

W artykule przedstawiono metody projekcyjne
stuzace  rozwiazywaniu  problemoéw  minimalizacji
wypuktej  nierozniczkowalnej.  Opisano  problemy
z optymalizacji, w ktérych wystepuja funkcje
nierdzniczkowalne. Dla  przyktadowego  problemu
membrany Wwyznaczono rozwiazanie tego problemu,
wykorzystujac tzw. dyskretyzacjg. Zastosowano metodg
projekcyjna z modelem selekcji residualnej linearyzacji
wprowadzonym w pracach [3, 4]. Dla metody projekcyjnej
z selekcja residualna mozna zaobserwowac, w problemach

testowanych  przez  autora, liniowa  zbieznos¢
do rozwiazania. Wiadomo tez, ze metody projekcyjne
naleza do klasy najefektywniejszych metod

w minimalizacji wypuklej nier6zniczkowalnej [11].
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