
KNWS 2010 ______________________________________________________________________________  215 

Zracjonalizowany algorytm mnożenia dwóch 
kwaternionów 

Alexandr Ţariov, Galina Ţariova 

Streszczenie: W pracy został przedstawiony 
syntetyzowany przez autorów zracjonalizowany algorytm 
mnożenia dwóch kwaternionów wymagający 
w najbardziej ogólnym przypadku wykonania mniejszej 
liczby operacji mnożenia w stosunku do bezpośredniego, 
naiwnego sposobu liczenia.  

Słowa kluczowe: mnożenie kwaternionów, szybkie 
algorytmy, notacja macierzowa 

1. WPROWADZENIE

Nieustanny progres w dziedzinie cyfrowego 
przetwarzania sygnałów (CPS) oraz potrzeba realizacji 
coraz to bardziej skomplikowanych zadań i aplikacji 
praktycznych wymagają zastosowania w tym celu coraz 
bardziej zaawansowanych i skomplikowanych metod oraz 
formalizmów matematycznych. Obecnie na coraz szerszą 
skalę do syntezy, opisu i realizacji wysoce efektywnych 
algorytmów CPS stosuje się aparat matematyczny algebry 
liczb hiperzespolonych [7, 11]. Dotyczy to głównie zadań 
związanych z uogólnieniem dyskretnej transformaty 
Fouriera oraz innych transformacji ortogonalnych, filtracji 
sygnałów jedno- i wielowymiarowych, wieloroździelczej 
reprezentacji danych [1-3, 5, 6, 9]. 

Przy realizacji wspomnianych zadań w przestrzeniach 
hiperzespolonych jedną z najbardziej pracochłonnych 
operacji (a raczej „makrooperacji”) jest mnożenie dwóch 
kwaternionów, gdyż wymaga wykonania kilkunastu 
konwencjonalnych operacji mnożenia oraz dodawania liczb 
rzeczywistych [4]. Intencją projektantów wysoce 
efektywnych algorytmów, od zawsze, było poszukiwanie 
sposobów redukcji liczby operacji arytmetycznych 
w algorytmach obliczeniowych. Dotyczy to szczególnie 
minimalizacji ilości operacji mnożenia będących, 
od samego początku rozwoju komputeryzacji, najbardziej 
czasochłonnymi w całym zbiorze operacji przetwarzania 
danych. Zgodnie z tym zamysłem, w pracy [8] został 
zaproponowany sposób obliczania iloczynu dwóch 
kwaternionów wymagający, względem pierwowzoru, 
dwukrotnie mniejszej liczby operacji mnożenia kosztem 
więcej niż potrójnego nadłożenia liczby operacji 
algebraicznego dodawania liczb rzeczywistych. W [10] 
podjęto próbę udoskonalenia tego algorytmu w celu dalszej 
redukcji liczby dodawań przy zachowaniu takiej samej 
liczby mnożeń. 

Jednak w rozwiązanym tam przykładzie, jako dane 
wejściowe były użyte nie tradycyjne kwaterniony, ale 
pseudokwaterniony, których mnożenie odbywa się 
naturalnie w sposób prostszy, niż mnożenie „prawdziwych” 

kwaternionów. Dlatego wyników tej pracy oraz 
zadeklarowanych rezultatów nie można uznać za 
przekonywujące. 

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie 
oryginalnych wyników syntezowanego 
i zracjonalizowanego, przez nas, algorytmu liczenia 
iloczynu dwóch kwaternionów wymagającego, 
w najbardziej ogólnym przypadku, wykonania mniejszej 
liczby operacji mnożenia w stosunku do bezpośredniego, 
naiwnego sposobu liczenia kosztem znacznie mniejszego, 
niż w metodzie [8] zwiększenia liczby operacji dodawania. 

2. SYNTEZA WEKTOROWO-MACIERZOWEJ 

PROCEDURY OBLICZENIOWEJ LICZENIA 

ILOCZYNU DWÓCH KWATERNIONÓW

Załóżmy, że mamy do czynienia z dwoma 
kwaternionami: 

3210 kajaiaaa ����  i 3210 kbjbibbb ���� , 

których iloczyn 3210 kcjciccc ����  chcemy wyliczyć. 

Operacja mnożenia kwaternionów może być 
przedstawiona w postaci iloczynu wektorowo-
macierzowego: 

14414 �� � XBY ,  (1) 

gdzie 
�

� � ],,,[ 321014 ccccY , �
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Realizacja operacji (1) wymaga wykonania 12 
operacji dodawania algebraicznego oraz 16 operacji 
mnożenia liczb rzeczywistych. Problem, który należy 
rozwiązać, jest zredukowanie liczby mnożeń niezbędnych 
do wyznaczania tego wzoru, chociażby kosztem pewnego 
zwiększenia liczby operacji dodawania. Jest to możliwe, 
dzięki odpowiedniemu przestawieniu kolumn i wierszy 
w macierzy 4B  przez co uzyskuje ona sprzyjający 

redukcji układ blokowy i może zostać poddana 
faktoryzacji zgodnie z metoda [12]. 

Zamieńmy miejscami odpowiednio drugą i czwartą 
kolumnę oraz pierwszy i trzeci wiersz. Zmodyfikowana 
w ten sposób macierz przybiera następującą postać: 
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Można zauważyć, że macierz 4
~
B  posiadająca 

specyficzną strukturę może zostać sfaktoryzowana. 
Wówczas zracjonalizowaną procedurę wyznaczenia 
iloczynu (1) zgodnie z metodą [12] można przedstawić 
w sposób następujący: 
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gdzie 2I - jest macierzą jednostkową, zaś 20  - 

macierzą zerową. 
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W procedurze (3) przez )(
12

i

�X  oznaczmy podwektory 

powstające w wyniku wykonania przekształceń 
związanych wyłącznie z sumowaniem poszczególnych 

elementów wektora 14�X , zaś przez )(
12

i
�Y  wyniki 

mnożenia podwektorów )(
12

i

�X  przez odpowiednie 

macierze )(
2
i

A : 

Biorąc wówczas pod uwagę, iż 
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można zapisać: 
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Końcowa procedura obliczeniowa reprezentująca 
zracjonalizowany algorytm wyznaczenia iloczynu dwóch 
kwaternionów przybiera postać:  

14
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414 ������ � XPAADAAPY ,  (11) 
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Macierz diagonalna 11D  składa się z umieszczonych 

na jej przekątnej elementów wektora kolumnowego 
�

� � ],,,,,,,,,,[ 109876543210111 sssssssssssS . 

Procedurę wyznaczenia elementów tego wektora 
można też zracjonalizować w sposób następujący:  

14477711111 ���� � BPAAS ,  (12) 

gdzie �
� � ],,,[ 321014 bbbbB , 
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Na rysunku 1 została pokazana struktura 
algorytmiczna hipotetycznego układu, realizującego 
liczenie iloczynu kwaternionów zgodnie z syntetyzowaną 
procedurą. Kółkami na rysunku oznaczone zostały 
operacji mnożenia liczb rzeczywistych (bloki mnożące) 
przez wartości wpisane w poszczególne kółka. Linie 
proste symbolizują operacje (kanały) transferu danych. 
W przypadku skupienia tych linii w odpowiednich 
punktach struktury mamy do czynienia z operacją 
sumowania nadchodzących danych realizowanymi za 
pomocą zwykłych sumatorów. 

Z kolei na rysunku 2 przedstawiona została struktura 
algorytmiczna układu pomocniczego, służącego 
do wyznaczenia elementów }{ is . Prostokątami w tym 

przypadku oznaczone są operacje (bloki) mnożenia 
dwuelementowych podwektorów przez macierze 

Hadamarda drugiego rzędu ��
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przerwane tutaj symbolizują operacje zmiany znaku 
odpowiedniego operandu na przeciwny. 

2. DYSKUSJA ASPEKTÓW REALIZACYJNYCH

Omawiana w artykule koncepcja organizacji układu 
do liczenia iloczynu dwóch kwaternionów, stanowi próbę 
racjonalizacji jego struktury pod kątem minimalizacji 
liczby układów mnożących niezbędnych w celu 
zapewnienia całkowicie równoległej sprzętowej realizacji 
obliczeń. W tabeli 1 zaprezentowane są liczby bloków 

mnożących oraz sumatorów niezbędnych do realizacji 
trzech różnych rozwiązań, określonych odpowiednio 
wzorem (1), sposobem [8] oraz proponowanym 
algorytmem. 

Rys. 1. Model grafostrukturalny, reprezentujący strukturę 
algorytmiczną układu liczącego iloczyn kwaternionów 

zgodnie z procedurą (11) 

Rys. 2. Model grafostrukturalny, reprezentujący strukturę 

algorytmiczną bloku do wyznaczenia elementów }{ is

zgodnie z procedurą (12)  

Należy nadmienić, że w większości zadań cyfrowego 
przetwarzania sygnałów jeden z kwaternionów biorących 
udział w mnożeniu jest określany jako „stały”, co oznacza, 
że jego współczynniki }{ ib  są z góry znanymi stałymi 

liczbami rzeczywistymi. Oznacza to, że elementy 
macierzy 11D  obliczane są tylko raz oraz przechowywane 

w stałej pamięci układu obliczeniowego. Wtedy 
proponowane w artykule rozwiązanie można uznać za 
najlepsze ze znanych pod kątem sumarycznej liczby 
operacji arytmetycznych (bloków operacyjnych) 
niezbędnych do liczenia iloczynu kwaternionów. 
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Tabela 1. 
Oszacowanie liczby operacji arytmetycznych przy 

realizacji trzech różnych metod liczenia iloczynu dwóch 
kwaternionów 

Metoda Liczba
„×” 

Liczba „+” 

Naiwna  16 12 
Sposób [8] 8 40 

Proponowany 
algorytm 

10 22  

W tabeli 2 przedstawiono wyniki oszacowania 
sumarycznej liczby operacji arytmetycznych w przypadku, 
gdy jeden z kwaternionów jest „stały”.  

Tabela 2. 
Oszacowanie łącznej liczby operacji arytmetycznych 

przy realizacji trzech różnych metod liczenia iloczynu 
dwóch kwaternionów, w przypadku, gdy jeden 

z kwaternionów jest „stały” 

Na 

podstawie 
wzoru (1)

Sposób 
[8]

Proponowany 

algorytm 

Liczba 

operacji 
28 28 24 

3. PODSUMOWANIE

W artykule poruszono aspekty algorytmiczne 
organizacji specjalizowanego układu obliczeniowego 
do wyznaczenia iloczynów dwóch kwaternionów będących 
uogólnieniem liczb zespolonych. Można stwierdzić, ze pod 
kątem złożoności realizacji sprzętowej proponowane 
rozwiązanie lokuje się pomiędzy metodą bezpośredniego 
wyznaczania iloczynu według wyrażenia (1) oraz sposobem 
liczenia opartym na metodę [8]. Oznacza to, że uzyskana 
w artykule struktura jest mniej skomplikowana niż byłaby 
w przypadku realizacji metody bezpośredniej, ponieważ 
wymaga przy sprzętowej implementacji mniej bloków 
mnożących mimo, ze powoduje zwiększenie wymaganej 
liczby sumatorów. Należy również nadmienić, że większość 
nowoczesnych układów procesorowych zawiera 
zrealizowane sprzętowo wbudowane bloki mnożące, które 
realizują operacje mnożenia w jednym cyklu zegarowym, 
tak samo jak i operację dodawania. Przy takich warunkach, 
zwłaszcza w przypadku sekwencyjnej realizacji obliczeń, 
minimalizacja liczby mnożeń kosztem zwiększania liczby 
dodawań może okazać się nieefektywną. W tych 
okolicznościach proponowany w artykule algorytm posiada 
najlepsze parametry, ponieważ wymaga wykonania 
najmniejszej liczby operacji arytmetycznych. 
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