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Zracjonalizowany algorytm mnozenia dwoch
kwaternionow

Alexandr Tariov, Galina Tariova

Streszczenie: W pracy zostal przedstawiony
syntetyzowany przez autoréw zracjonalizowany algorytm
mnozenia dwoéch kwaternionow wymagajacy

w najbardziej ogdlnym przypadku wykonania mniejszej
liczby operacji mnozenia w stosunku do bezposredniego,
naiwnego sposobu liczenia.

Stowa kluczowe: mnozenie kwaterniondw, szybkie
algorytmy, notacja macierzowa
1. WPROWADZENIE

Nieustanny  progres  wdziedzinie  cyfrowego

przetwarzania sygnatow (CPS) oraz potrzeba realizacji
coraz to bardziej skomplikowanych zadan i aplikacji
praktycznych wymagaja zastosowania wtym celu coraz
bardziej zaawansowanych i skomplikowanych metod oraz
formalizmow matematycznych. Obecnie na coraz szersza
skalg do syntezy, opisu irealizacji wysoce efektywnych
algorytmow CPS stosuje si¢ aparat matematyczny algebry
liczb hiperzespolonych [7, 11]. Dotyczy to gléwnie zadan
zwigzanych  zuog6lnieniem dyskretnej  transformaty
Fouriera oraz innych transformacji ortogonalnych, filtracji
sygnatow jedno- i wielowymiarowych, wielorozdzielczej
reprezentacji danych [1-3, 5, 6, 9].

Przy realizacji wspomnianych zadan w przestrzeniach
hiperzespolonych jedna znajbardziej pracochtonnych
operacji (araczej ,,makrooperacji’) jest mnozenie dwodch
kwaternionéow, gdyz wymaga wykonania kilkunastu
konwencjonalnych operacji mnozenia oraz dodawania liczb
rzeczywistych  [4]. Intencja  projektantdow  wysoce
efektywnych algorytmow, od zawsze, bylo poszukiwanie
sposobow  redukcji liczby operacji  arytmetycznych
w algorytmach obliczeniowych. Dotyczy to szczegodlnie
minimalizacji  iloci operacji mnozenia bgdacych,
od samego poczatku rozwoju komputeryzacji, najbardziej
czasochlonnymi w calym zbiorze operacji przetwarzania
danych. Zgodnie ztym zamystem, w pracy [8] zostat
zaproponowany sposob  obliczania iloczynu dwoch
kwaternion6w  wymagajacy, wzgledem pierwowzoru,
dwukrotnie mniejszej liczby operacji mnozenia kosztem
wigce] niz  potrojnego nadlozenia liczby operacji
algebraicznego dodawania liczb rzeczywistych. W [10]
podjeto probe udoskonalenia tego algorytmu w celu dalszej
redukcji liczby dodawan przy zachowaniu takiej samej
liczby mnozen.

Jednak wrozwigzanym tam przykladzie, jako dane
wejsciowe byly uzyte nie tradycyjne kwaterniony, ale
pseudokwaterniony, ktérych mnozenie odbywa si¢
naturalnie w sposob prostszy, niz mnozenie ,,prawdziwych”

kwaternionow. Dlatego wynikow tej pracy oraz
zadeklarowanych rezultatbw nie mozna uznal za
przekonywujace.

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie
oryginalnych wynikéw syntezowanego
i zracjonalizowanego, przez nas, algorytmu liczenia
iloczynu dwoéch kwaternionow wymagajacego,

w najbardziej ogdlnym przypadku, wykonania mniejszej
liczby operacji mnozenia w stosunku do bezposredniego,
naiwnego sposobu liczenia kosztem znacznie mniejszego,
niz w metodzie [8] zwigkszenia liczby operacji dodawania.

2. SYNTEZA WEKTOROWO-MACIERZOWEJ
PROCEDURY OBLICZENIOWEJ LICZENIA
ILOCZYNU DWOCH KWATERNIONOW

Zatozmy, z dwoma
kwaternionami:

a=ay+ia + ja, +ka

Ze mamy do czynienia

ktorych iloczyn ¢ = ¢, +ic, + jc, + kc; chcemy wyliczyc.

Operacja mnozenia kwaternionbw moze byc¢
przedstawiona W postaci iloczynu wektorowo-
macierzowego:

Ypa =By Xy (D
gdzie
T T
Yo =lco, . 00,631 5 Xuyg =lag,ar,a5,a3]",
by —b1-b, —bs
|
by by | by -—b
T O B
by —bs| by by
|
by by | =b b

Realizacja operacji (1) wymaga wykonania 12
operacji dodawania algebraicznego oraz 16 operacji
mnozenia liczb rzeczywistych. Problem, ktory nalezy
rozwiagzaé, jest zredukowanie liczby mnozen niezbg¢dnych
do wyznaczania tego wzoru, chociazby kosztem pewnego
zwigkszenia liczby operacji dodawania. Jest to mozliwe,
dzigki odpowiedniemu przestawieniu kolumn i wierszy
w macierzy B, przez co uzyskuje ona sprzyjajacy

redukcji uklad blokowy imoze zostad
faktoryzacji zgodnie z metoda [12].

Zamienmy miejscami odpowiednio druga i czwarta
kolumng oraz pierwszy itrzeci wiersz. Zmodyfikowana

w ten sposob macierz przybiera nast¢pujaca postac:

poddana
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—b, —b, iby, —bs sY110
| — |
~ -b, b, by b A, B 1 071 0 ss (110
p=| i bbb ) (A2l By v =L UL Ny 55 Lo )
by —by b, b B, | -A, 0 1;0 1 Se 1011
by by i by —b, s7 N0 i 1
Mozna zauwazy¢, ze macierz ]N34 posiadajaca 84 =by—by, s5=b —bs, 56 =b +b3,
specyficzna struktur¢ moze zosta¢é sfaktoryzowana. 5, =—(b, +by)
Wowczas zracjonalizowana procedur¢ wyznaczenia s, Y1 0
iloczynu (1) zgodnie z metoda [12] mozna przedstawic @ (0 1)L 0 1) |— 3)
W sposob nastepujacy: Yo = L olo 11 diag| s | 0 1 X5, (10)
A(zl) Sg 1 1
| Ty \ | £
Y, :Pf) IZ-L?%_LI}_ diag A(zz)) X o ) sg=b3—=by, s =—(by+by), 510 =by.
0, I, | I R Koficowa procedura obliczeniowa reprezentujaca
2

gdzie I,- jest macierza jednostkowa, zas 0, -
macierza zerowa.
1 2 3
AP =A, By, AT =—~(A,+B,), A} =B,,

X ] (1210,
X [_lo 1 lpm
X = _X_2_><]_ = 9g_| {2_ P, X s (3)
3
X(Zx)l 12 : 12
1 0/0 0 0 0{1 0
| |
pO — 9__91:_0___1 p@ _ 9__1_1:_0__9
Yoot o7t [1 0o o
0110 0 0 010 1
Vi) A Lo,
Vi | = diag ALY | 0, [ 1 [PXo, ©)
Y5 AP L

W procedurze (3) przez Xgix)l oznaczmy podwektory

powstajace w wyniku wykonania przeksztalcen

zwiazanych wylacznie zsumowaniem poszczegdlnych

. . 0) o
elementow wektora X,,,, za$§ przez Y,, wyniki
mnozenia X(Z’X)1 odpowiednie

podwektorow przez

macierze A(zl) :

Biorac wowczas pod uwagg, iz

—by—by | —b, +b
AV =A,-B,= —2 L3 (5)
—by =b3 | by =hy
b, —by, | b —b3
AP =—(Ay +By)=|2-—il—— | (6)
by —by | —b, —b,
by | —b
AP =By=| 2t (7)
by | by
mozna zapisaé:
so Y110
— |
1 01 0 s; 110
[ Ji0 0 Sl 2o o 3
> (0 110 1) g ot e ®
s3 \O i 1

5o =—(by +by), sy =—(b +b3),
sy ==(by=b3), s3=by=by,

zracjonalizowany algorytm wyznaczenia iloczynu dwoch
kwaternionow przybiera postac:

2 1
Yy =P£ )A4x6A6x11D11A11x6A6x4P4§)X4x1, (11)

gdzie:
1010 0
9__1_1i_0__9 1 0jo 0f1 0
0011 0 0 110 010 1
Ags = I s A =| 7T [
00,01 0 0y1 0710
1 0i1 0 0 010 110 1
0 110 1
1 010 00 0
1 010 010 0
0 110 010 0
0140 0100
0 0i1 010 0
Al =[0 011 010 0,
0001100
0 0i0 110 0
0010010 1
0 0i0 011 0
0 010 011 1
1 0100000000
0101100001000
R 00001010000
" 0.0.0 00 1 0 110 0 0f
0 000i0000i01°1
000 0i00O0O0il 0°1

Macierz diagonalna D,; sktada si¢ z umieszczonych
na jej przekatnej elementdw wektora kolumnowego
_ T
Sina =[50551552553,54,55,56,57,55,59,810] -
Procedur¢ wyznaczenia elementow tego wektora

mozna tez zracjonalizowaé w sposob nastgpujacy:
S = Ay AsPr By,

B4><l = [b(),blabz,bﬂT 5

12)
gdzie
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0010 mnozacych oraz sumatorow niezbednych do realizacji
trzech roznych rozwiazan, okreslonych odpowiednio
1 000
wzorem (1), sposobem [8] oraz proponowanym
0100 algorytmem.
P,,=/0 0 0 1],
0 0 01
1 0 00
1 000
1 110 0,0 010
| | |
1 -1;0 0,0 010
Tt I | T
0 0!/ 110 010
A7=0 011 -110 010l
0 010 011 110
0 00 011 -10
—— d————— b————— +--
0 0;0 010 01
-1 0 0 0 0 0O
0 0-1 0 0 00O
0 0 06 -1 0 00O
01 0 0 O0 00O
01 0 0 0 00 Rys. 1. Model grafostrukturalny, reprezentujacy strukturg
algorytmiczna uktadu liczacego iloczyn kwaternionow
A, ={0 0 0 1 0 00 zgodnie z procedurg (11)
0 01 0 0 00O
-1 0 0 0 0 0O
0 0 0 0 0 10
0 0 0 0 -100O0
0 0 0 0 0 01
Na rysunku 1 zostata pokazana struktura
algorytmiczna hipotetycznego ukladu, realizujacego

liczenie iloczynu kwaternionéw zgodnie z syntetyzowana
procedura. Kotkami na rysunku oznaczone zostaly
operacji mnozenia liczb rzeczywistych (bloki mnozace)
przez warto$ci wpisane Ww poszczegélne kotka. Linie
proste symbolizuja operacje (kanaty) transferu danych.
W przypadku skupienia tych linii w odpowiednich
punktach struktury mamy do czynienia z operacja
sumowania nadchodzacych danych realizowanymi za
pomoca zwyktych sumatorow.

Z kolei na rysunku 2 przedstawiona zostala struktura
algorytmiczna  ukladu  pomocniczego, stuzacego
do wyznaczenia elementdéw {s;}. Prostokatami w tym

przypadku oznaczone sa operacje (bloki) mnozenia
dwuelementowych  podwektorow  przez  macierze

1 1
Hadamarda drugiego rzedu H, :[1 1]. Linie
przerwane tutaj symbolizuja operacje zmiany znaku
odpowiedniego operandu na przeciwny.

2. DYSKUSJA ASPEKTOW REALIZACYJNYCH

Omawiana w artykule koncepcja organizacji uktadu
do liczenia iloczynu dwoch kwaterniondw, stanowi probe
racjonalizacji jego struktury pod katem minimalizacji
liczby ukladow mnozacych niezbednych  w celu
zapewnienia calkowicie réwnolegtej sprzg¢towej realizacji
obliczen. W tabeli 1 zaprezentowane sa liczby blokow

Rys. 2. Model grafostrukturalny, reprezentujacy strukturg
algorytmiczna bloku do wyznaczenia elementow {S ; }

zgodnie z procedura (12)

Nalezy nadmieni¢, ze w wigkszo$ci zadan cyfrowego
przetwarzania sygnalow jeden z kwaternionéw bioracych
udzial w mnozeniu jest okres§lany jako ,,stalty”, co oznacza,
ze jego wspotczynniki {b,} sa z goéry znanymi stalymi
liczbami  rzeczywistymi. Oznacza to, ze elementy
macierzy D,; obliczane sa tylko raz oraz przechowywane
wstatej] pamigei  ukladu  obliczeniowego. Wtedy
proponowane w artykule rozwiazanie mozna uznaé za
najlepsze ze znanych pod katem sumarycznej liczby
operacji  arytmetycznych  (blokéw  operacyjnych)
niezbgdnych do liczenia iloczynu kwaternionow.
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Tabela 1.
Oszacowanie liczby operacji arytmetycznych przy
realizacji trzech roznych metod liczenia iloczynu dwdch

kwaternionow
Metoda Liczba Liczba ,,+”
x’?
Naiwna 16 12
Sposéb [8] 8 40
Proponowany 10 22
algorytm

W tabeli 2 przedstawiono wyniki oszacowania
sumarycznej liczby operacji arytmetycznych w przypadku,
gdy jeden z kwaternionow jest ,,staty”.

Tabela 2.

Oszacowanie tacznej liczby operacji arytmetycznych
przy realizacji trzech roznych metod liczenia iloczynu
dwoéch kwaternionoéw, w przypadku, gdy jeden

z kwaternionow jest ,,staly”

Na Sposob | Proponowany
podstawie [8] algorytm
wzoru (1)
Liczba 28 28 24
operacji
3. PODSUMOWANIE
W artykule  poruszono  aspekty  algorytmiczne
organizacji  specjalizowanego ukladu obliczeniowego

do wyznaczenia iloczynow dwoch kwaternionow begdacych
uogolnieniem liczb zespolonych. Mozna stwierdzi¢, ze pod
katem zlozonosci realizacji sprzgtowej proponowane
rozwiazanie lokuje si¢ pomigdzy metoda bezposredniego
wyznaczania iloczynu wedtug wyrazenia (1) oraz sposobem
liczenia opartym na metodg [8]. Oznacza to, ze uzyskana
w artykule struktura jest mniej skomplikowana niz bylaby
w przypadku realizacji metody bezposredniej, poniewaz
wymaga przy sprzgtowej implementacji mniej blokow
mnozacych mimo, ze powoduje zwigkszenie wymaganej
liczby sumatoréw. Nalezy roéwniez nadmieni¢, ze wigkszo$¢
nowoczesnych uktadow procesorowych zawiera
zrealizowane sprzgtowo wbudowane bloki mnozace, ktore
realizuja operacje mnozenia w jednym cyklu zegarowym,
tak samo jak i operacje dodawania. Przy takich warunkach,
zwlaszcza w przypadku sekwencyjnej realizacji obliczen,
minimalizacja liczby mnozen kosztem zwigkszania liczby
dodawan moze okaza¢ si¢ nieefektywna. W tych
okoliczno$ciach proponowany w artykule algorytm posiada
najlepsze parametry, poniewaz wymaga wykonania
najmniejszej liczby operacji arytmetycznych.
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