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Czy prawidtowa sie¢ Petriego jest siecig
doskonatg?

Kamil Mielcarek, Marian Adamski, Wojciech Zajqc

Streszczenie: W artykule przeanalizowano wtasciwosci
sieci Petriego pod katem mozliwosci wykorzystania
grafow doskonatych do badania jej grafu osiagalnosci.
Wykazano, ze klasa sieci prawidlowych [1] opisuje
dynamiczng przestrzen standw globalnych, ktére moga
by¢ analizowane W czasie wielomianowym
z wykorzystaniem teorii ialgorytmow dla grafow
doskonatych.

Stlowa kluczowe: grafy doskonate, sieci Petriego, sieci
doskonate

1. WPROWADZENIE

Wspotczesnie  prowadzone  prace  badawcze
w dziedzinie teorii sieci Petriego pozwalaja dostrzec
wylaniajace si¢ podzialy sieci na klasy. Przynaleznos¢
do poszczegdlnych klas bardzo silnie rzutuje na
wiadciwosci, parametry oraz zakres stosowalnosci sieci.

W artykule podjgto probe usystematyzowania
tematyki klasyfikacji sieci Petriego w zakresie tych klas
sieci, ktére znajdujq zastosowanie w opisie rzeczywistych
uktadoéw i procesow.

2. SIECI PETRIEGO W MODELOWANIU
PROCESOW DYSKRETNYCH

Od 1960 roku znaczenie sieci Petriego do opisywania
procesow wspotbieznych rosnie. Nasilenie tego procesu
wigze si¢ z uzywaniem wieloprocesorowych, klastrowych
czy  wielowatkowych  systeméw  komputerowych.
Analogicznie rozwijaja si¢ wspotczesne uklady scalone,
w ktorych wiele procesow potencjalniec moze by¢
wykonywanych  wspotbieznie. Zastosowanie  opisu,
wykorzystujacego sieci Petriego pozwala na uzyskanie
pewnosci, ze wykonany projekt bedzie realizowat
postawione zadanie poprawnie.

Mimo, ze tematyka korzystania z sieci Petriego jest
rozwijana od wielu lat, czg§¢ rozwiazan nadal nastrecza
problemy. Szczegélnie problematyczne jest dobre
okreslenie relacji wspotbieznosci w konkretnych klasach
sieci Petriego [1], znane sa takze kontrowersyjne sposoby
interpretacji sieci i opisu relacji [3]; odregbnym problemem
jest rowniez zagadnienie znajdowania szybkich a zarazem

wydajnych  algorytmow  potrafiacych  weryfikowaé
wlasciwosci poszczegblnych sieci Petriego.
2.1. POJECIA PODSTAWOWE

Na potrzeby prowadzenia dalszego wywody

niezbedne jest wprowadzenie kilku poje¢ podstawowych.

Sie¢ Petriego (ang. Petri Net) jest trojka N=(S, T, F),
przy SN T = oraz F < (SxT) U (TxS). W tym zapisie S
jest zbiorem miejsc, T jest zbiorem tranzycji natomiast F
jest relacja potaczen migdzy miejscami i tranzycjami.

Wierzchotek sieci definiuje si¢ jako x e X=S U T,
gdzie dla kazdego x definiuje si¢ zbidr poprzedzajacy °x
zdefiniowany jako ex={yeX (y,x)eF} oraz zbior
nastgpnikow xe definiowany jako x* = {ye X (x,y)eF}.

W artykule przyjmuje si¢ rozwazanie sieci
skonczonych (ang. finite) isieci potaczonych (ang.
connected), chyba, Ze zostanie to wyraznie zaznaczone

inaczej.
Znakowana sie¢ Petriego jest reprezentowana jako
>=(S,T,F,M"  gdzie N=(S,T,F) jest siecia

z oznakowaniem poczatkowym M".

Sie¢ jest nazywana S-siecig (ang. S-net) wtedy i tylko
wtedy VteT |st|=1=[te|.

Sie¢ jest nazywana T-siecia (ang. T-net) wtedy
i tylko wtedy VseS |es|=1=]se|.

> jest bezpieczna (ang. safe) wtedy i tylko wtedy gdy
VseS M(s) < 1 w kazdym M" osiagalnym z M".

> jest zywa (ang. live) wtedy i tylko wtedy, gdy VM
osiagalnych z M’ VteT 3M' osiagalne z M.

W procesie projektowania rzeczywistego ukladu za
pomoca sieci Petriego konieczne jest aby sie¢ spelniata
warunek Dbezpieczenstwa oraz warunek zywotnoS$ci.
Niespehienie tych warunkow moze powodowa¢ wadliwa
prace ukladu, dyskwalifikujac taki projekt. W dalszych
rozwazaniach  rozwazane beda sieci  skonczone
i potaczone.

2.2. PRAWIDLOWA SIEC PETRIEGO

Dla ogolnej klasy sieci Petriego mowi sig, ze sieé
jest prawidlowa (ang. proper) wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego znakowania istnieje sekwencja odpalen
tranzycji prowadzace do znakowania poczatkowego.
Oznacza to, ze system jest w stanie powrdci¢ do stanu
poczatkowego.

Sieciami prawidlowymi przedstawionymi w[1] sa
sieci typu maszyna stanow, sieci EFC (ang. Extended Free
Choice) - sie¢ rozszerzonego wyboru (Rys. 1. b) iich
podsieci oraz szersza, nie sprecyzowana jeszcze i trudna
do rozpoznania podklasa sieci regularnych, speliajaca
warunki przedstawione w pracy [1].

a) b) c)

Rys. 1. Fragment sieci swobodnego wyboru a), rozszerzonego
swobodnego wyboru b) oraz nie bedacy siecia ani swobodnego,
ani rozszerzonego swobodnego wyboru c)

W pracy [1] wyrdznia sig klasg sieci pokrywanych S-
sieciami, w ktorych S-sieci sa sieciami prawidlowymi.
Wedlug definicji taka sie¢ jest S-pokrywalna, jesli istnieje
zbidr cov S-komponentow. Ten sam autor definiuje S-sie¢
jako sie¢ w ktorej zachodzi |st|=1=]te|.
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2.3. DOSKONALA SIEC PETRIEGO

Pojecie doskonatosci sieci opisywane jest przez
wykorzystanie grafow doskonatych. Roéznica migdzy
grafem w ogolnosci przedstawiaja zaleznosci (1) 1 (2).

o(G) <x(G) oraz a(G) < k(G) (1)

®(G) <x(G) oraz a(G) < k(G) 2)

Graf doskonaly dla pelnego dowodu speinia
nastgpujace wiasciwosci udowodnione w [5]:

(Wh 1) o(Gp)=yx(Gy) dlavVACV 3)

(WL TID) a(Gy)=k(G,) dlavVAcCV 4)

(WL IIT) o(Gp) a(Gp) 2 |A] dlaV AV (5)
gdzie:

%(G) - liczba chromatyczna - minimalna
koloréw do pokolorowania grafu,

®(G) -liczba klikowa - wielko$¢ najwigkszego grafu
petnego (liczebnos¢ najwigkszej kliki),

o(G) - liczba stabilno$ci - liczba wierzchotkéw
najwigkszego zbioru niezaleznego,

liczba

k(G) - liczba pokrycia - minimalna liczba klik
do pokrycia nimi grafu.
P1
Q-
P1 ) .
™ PAC\) 9"2
P2 ’
T2 b)
P3
T3
P4
T4
a)

153 c)
Rys. 2. Maszyna stanow a),

jej graf sekwencyjnosci rzeczywistej b)
oraz graf wspotbieznosci rzeczywistej ¢)

Na rysunku 2. c) przedstawiony jest przyktadowy
graf, dla ktorego ®(G) = a(G) =4 oraz a(G) =«k(G) = 1.
Ten graf jest grafem doskonatym.

Doskonata siecia Petriego nazywamy prawidlowa
sie¢ Petriego, wedtug [2] ktorej graf wspotbieznosci i graf
sekwencyjnosci sa grafami doskonatymi spelniajacymi
(3), (4), (5) oraz sa swoimi dopetieniami.

Analiza przyktadu zrysunku 2 pokazuje, ze graf
opisujacy wspotbieznosé (z konstrukcji takze
sekwencyjnos¢) zawsze bedzie opisany grafem
doskonalym, gdzie GS bedzie bez krawegdzi, natomiast
GW bedzie grafem petlnym. Sieci maszyn stanéw sa przez
konstrukcjg sieciami doskonatymi.

2.4. WSPOLBIEZNOSC STRUKTURALNA
I RZECZYWISTA

Zuwagi na roznice  wyznaczania  grafow
wspolbieznosei oraz pojgcia wspdtbieznosei strukturalnej
1 wspotbieznosci rzeczywistej nalezy wprowadzi¢ kilka
dodatkowych definicji (na podst. [1], [2] i [3]):

Graf Wspélbieznosci rzeczywistej (GWy) to graf
otrzymywany z grafu  osiagalno$ci, reprezentujacy
rzeczywista wspotbiezno$¢ migdzy miejscami sieci
Petriego.

Graf Wspolbieznosci strukturalnej (GWg) to graf
wyznaczany na podstawie relacji  strukturalnego
nastgpstwa (algorytm w[1]) przedstawiajacy potencjalna
rownoleglos¢ sugerowana przez konstrukcjg sieci Petriego.
Graf Sekwencyjnosci rzeczywistej (GSg - inaczej graf
niewspolbieznosci rzeczywistej) wyznaczany jest na
podstawie cechowania sieci Petriego. (por. p-kolorowanie
w [4]).

Graf Sekwencyjnosci strukturalnej (GSs - inaczej graf
niewspolbieznosci strukturalnej) wyznaczany jest jako
dopetienie GWs.

Nalezy zwroci¢ uwage na to, ze grafy GWyr = /GSg
oraz GWg =/GSs.

Z uwagi na stosowanie sieci Petriego
do rzeczywistych uktadow cyfrowych pod uwage w calym
artykule brane sa grafy wspodtbieznosci i sekwencyjnosci
rzeczywiste;j.

Analizujac zaleznosci podane w [1], dotyczace sieci
EFC konieczne jest, aby relacja wspolbieznosci
strukturalnej irzeczywistej byly sobie rowne (||=|%).
W takim przypadku zachodzi zalezno$¢, w ktorej siec EFC
jest siecia dekomponowalng na S-sieci. Skoro S-sieci
z definicji s sieciami doskonatymi, tak samo jak maszyny
standw, mozna stwierdzié, ze sieci EFC, w ktorych || = ||*
sq sieciami doskonatymi.

Przypadek, wktorym | #|* przedstawiono na
rysunku 3 natomiast GW na rysunku 4. Powstajace dla
takiej sieci grafy wspolbieznosei i sekwencyjnosci nadal
sq grafami doskonatymi. Powstaja w nich pozorne stany
globalne, ztozone ze sklejonych rzeczywistych stanow
globalnych. Pozorny stan globalny, zlozony ze stanow
lokalnych P1, P2 i P3, sktada si¢ z rzeczywistych stanow
globalnych P 5, P, 3;P; 5 (rysunek 5).

Jest to przestanka, kazaca umieséci¢ podklasg sieci
wiasciwych wewnatrz klasy sieci doskonatych.

t1 t4
P1
t2 t5
o
t3 P2 t6 P4
P3

Rys. 3. Zywa i bezpieczna siec z [1] nie bedaca EFC
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Rys. 4. Graf wspétbieznosci strukturalnej GWy ||* a)
oraz graf wspotbieznosci rzeczywistej GWy, || b)

—

4 12| 134

( P1,2 j( P1,3 ]( P2,3 j

T4 T5 T6 1}

Rys. 5. Graf osiggalnosci GO sieci, przedstawionej na rysunku 3

Rys. 6. Przyktad nieprawidlowo zaprojektowanej
sieci Petriego [6]

Y
I
i\

Rys. 7. Graf osiagalnosci GO sieci z rys. 6

P1 P1

M1

P2 P2
P5

P4 P3

a) P4 P3 b

Rys. 8. Graf wspotbieznosci rzeczywistej GWR a) i graf
sekwencyjnosci GSR b) dla sieci z rys. 6

Aby unikna¢ powstawania stan6w  pozornie
wspotbieznych, ktorych przyktad wida¢ na rysunku 8,
wykonanym dla sieci zrysunku 6, na podstawie grafu
osiagalnosci (rysunek 7), nalezy analizowaé¢ grafy
wspotbieznosci i sekwencyjnosci wyznaczane
bezposrednio z wejsciowej sieci Petriego, ktoére powinny
spetniaé:

GWg =/WSg (6)
GWs:/GSS (7)

Przy zalozeniu wyznaczania GS na postawie

dopetien GW jak iprzy zatozeniu wyznaczania GW na

postawie dopehien GS oraz || < ||*.

GWr € GWs )
GSr = GSs ©)
W ogolnosci zachodza tez relacje:
GWr € /GSs (10)
GWs D /GSy (11)
Dla sieci prawidtowej, gdzie || = ||* otrzymuje sig
nastgpujace zaleznosci
GWy =GWs (12)
GSg = GSg (13)

Jednak GWy wyznaczany z GSp przez dopeinienie
moze by¢ inny od GWg" (ang. Dynamic - dynamicznej)
wyznaczonego bezposrednio z sieci

Analogicznie GWg wyznaczanego z GSs moze by¢
inny od GWg” wyznaczonego na podstawie sieci.

Z uwagi na || = ||* otrzymamy

GWz" = GwW¢ (14)

Sytuacja, w ktorej (6) i1(7) nie zachodza a sie¢
opisujaca rzeczywisty uktad jest Zzywa ibezpieczna,
prowadzi do wniosku, ze sie¢ nie zostala poprawnie
zaprojektowana i najprawdopodobniej istnieje w niej blad.
Pochodzenie biedu bedzie wiaze si¢ z postulatem Petriego
[7], mowiacym o jednosci miejsca iczasu, ktora musi
zostaé spetniona w przypadkach opisywania
rzeczywistych ukladow cyfrowych. W takim przypadku
zdarzenia zachodza w konkretnym czasie a ich rezultaty sa
widoczne w rzeczywistych miejscach.

Stwierdzenie czy sie¢ prawidlowa jest siecia zywa
nie warunkuje ani nie wptywa na przynalezno$¢ do sieci
doskonatych. Istnicje mozliwo$¢ zbadania zywotnos$ci
sieci z uzyciem zalezno$ci grafu osiagalnosci i grafow
doskonatych [2] i nie wptywa na analizg.

Sieci Petriego opisujace rzeczywiste uklady, ktore
nic sa sieciami doskonalymi mozna poddaé probie
naprawy, jednak dokladane miejsca powoduja, ze powstata
sie¢ bedzie naleze¢ do sieci doskonatych - o ile podczas
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naprawy nie zostana popetnione kolejne blgdy. Przyktad
naprawy sieci mozna odszuka¢ w [2].

Brak doskonato$ci sieci bardzo czgsto wplywa na jej
prawidlowo$¢ i taka sie¢ nie daje si¢ pokry¢ skladowymi
automatowymi, jednak zaleznos¢ migdzy przynaleznoscia
do sieci prawidlowych isieci doskonalych nie jest
rownowazna.

Rozszerzenie wnioskowania prac [1] mozna znalezé
w [3] jednak komplikacja i niestandardowe podejscie
powoduja, ze analiza zagadnien opisywanych w pracy [3]
jest czasochtonna i stanowi¢ bgdzie ona kierunek dalszych
prac.

3. PODSUMOWANIE

W wyniku analizy materiatow literaturowych oraz
przeprowadzonych na ich podstawie prac wlasnych mozna
dojs¢  do wniosku, zesieci Petriego, ktorych graf
wspolbieznosci jest opisany grafem doskonatym, sa
sieciami bezpiecznymi przy spetnieniu (6). Jednoczesnie
na podstawie grafu osiagalnosci sieci (okreslenia jej
parametrow) mozna okreslic czy sie¢ ta begdzie siecia

Zywa.

Zalezno$ci mozna wyrazi¢ W postaci szeregu
twierdzen  sformulowanych  woparciu o wnioski,
przestawione takze w pracy [1].

Twierdzenie (I). Jesli sieci EFC sa sieciami

prawidtowymi to ich grafy sekwencyjnosci dynamicznej
sa opisane grafami doskonatymi [1].

W wyniku analizy prac [1] i[3], atakze rozwazan
i wywodow, przeprowadzonych w[2], sformutowano
kolejne twierdzenia.

Twierdzenie (II). Dla zywych i ograniczonych sieci
swobodnego wyboru zachodzi réwno$¢ rzeczywistej
relacji wspolbieznosci i strukturalnej relacji
wspotbieznosci || = ||* [1].

Twierdzenie (I1I). Graf wspotbieznosci sieci Petriego
dajacej si¢ poprawnie pokry¢ maszynami stanow jest
opisany grafami doskonatymi [2].

Twierdzenie (IV). Dobrze zdefiniowana sie¢,
w ktorej brak stanoéw pozornie wspétbieznych (|| =||*) jest
zywa 1 ograniczone a relacja wspolbieznosci jest opisana
grafami doskonatymi [2].

Powyzsze twierdzenia oraz analiza przeprowadzona
w [1] potwierdza, ze sieci prawidtowe, rozumiane zgodnie
z definicjami [1] sa sieciami dekomponowanymi na
skonczone maszyny standéw, ktore prze konstrukcje beda
opisane grafami doskonatymi aich graf wspolbieznosci
rzeczywistej oraz graf sekwencyjnosci rzeczywistej sa
wlasnymi dopehlieniami. Zgodnie zdefinicja sieci
doskonatych [2] oraz  zachowujac zalezno$ci
wspoélbieznosei strukturalnej jak i rzeczywistej, sktadowe
beda sieciami doskonatymi. Sieci prawidlowe sa
nadzbiorem sieci doskonatych. Dalsze prace beda
skierowane na znalezienie informacji czy zbiory sieci
prawidtowych i sieci doskonatych sa identyczne. Prace [1]
wskazuja, ze istnieje czg$¢ jeszcze nie przeanalizowanych
sieci mogacych wypetni¢ powstala luke.

Udowodnienie, ze sieci prawidlowe s3 sieciami
doskonalymi  korzystnie wplyngto by na rozwdj
oprogramowania wspomagajacego automatyczna synteze
i weryfikacje ukladow cyfrowych, przez implementacje

algorytmow dzialajacych na grafach doskonatych. Dzigki
temu algorytmy pokrewne z kolorowaniem itp. Daje sig
wykona¢ w czasie wielomianowym przy uzyskaniu
wynikéw doktadnych (nie przyblizonych).
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