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Redukcja binarnych tablic decyzyjnych
z wykorzystaniem automatycznego wnioskowania

Marian Adamski, Jacek Tkacz, Beata Wrzesinska

Streszczenie: W artykule przedstawiono sposob redukcji
binarnych  tablic  decyzyjnych  z wykorzystaniem
symbolicznej metody komputerowego wnioskowania.

Wszystkie  przeksztalcenia  formut  logicznych sa
przeprowadzane w zdaniowym rachunku sekwentow.
Wykorzystano wtym celu program GENTZEN

opracowany  w Instytucie Informatyki i Elektroniki
Uniwersytetu Zielonogorskiego. Metoda redukeji tablicy
decyzyjnej jest ilustrowana przykladem minimalizacji
stabo okreslonych funkcji logicznych wielu zmiennych.
Opiera si¢ ona na wyznaczaniu transwersali podzbiorow
skoficzonego zbioru elementdw symboliczna metoda
przeksztatcania sekwentow z wykorzystaniem trzech regut
wnioskowania w monotonicznym rachunku zdaniowym.

Stlowa kluczowe: tablice decyzyjne, funkcje logiczne
stabo okreslone, automatyczne dowodzenie twierdzen,
rachunek sekwentow Gentzena, synteza logiczna.

1. WPROWADZENIE

W artykule przedstawiono sposob redukcji binarnych
tablic decyzyjnych z wykorzystaniem systemu
komputerowego dowodzenia twierdzen w zdaniowym
rachunku Gentzena [1, 4]. Binarna tablica decyzyjna
przedstawia stabo okreSlona funkcje logiczna wielu
zmiennych [6, 7]. Przykladowa tablice zaczerpnigto
zksiazki [5], ze wzgledu na zamieszczony wniej pelny
isystematyczny opis wszystkich krokéw minimalizacji
funkcji i stopniowo uzyskiwanych rezultatow czgsciowych.
Proponowany sposob minimalizacji symbolicznej postaci
funkcji logicznej umozliwia w stosunkowo sprawny sposob
otrzymywanie rezultatow dokladnych, wraz z formalnym
dowodem ich gwarantowanej poprawnosci.

Za pomoca komputerowego systemu wnioskujacego
otrzymuje si¢, albo tylko jedno zpierwszych,
najkorzystniejszych rozwiazan, albo na zadanie wszystkie
doktadne rozwiazania. Badania eksperymentalne wykazaty,
ze akceptowalne  rozwiazania  uzyskiwane sa = juz
w poczatkowej fazie komputerowego wnioskowania po
przeszukaniu jednej zpierwszych galezi drzewa dowodu.
Whioskowanie gentzenowskie pozwala usprawni¢ proces
redukcji poprzez wprowadzenie uprzednio sprecyzowanych
elementdéw heurystyki, a nawet intuicji. Dodatkowo drzewo
dowodu przeprowadzanego w glab, jest na biezaco
redukowane (obcinane) metoda Thelena, co w znaczacy
sposOb zmniejsza jego rozmiary [11].

W pracy celowo nasladowano sposdb postgpowania
podczas manualnej minimalizacji funkcji logicznych stabo
okreslonych przedstawiony w popularnych podrgcznikach

syntezy logicznej, migdzy innymi w ksiazkach [6, 7]. W ten
sposéb  pokazano, zemozna  pogodzi¢  intuicjg
1 przyzwyczajenia projektanta z formalnym projektowaniem
metoda systematycznego dowodzenia twierdzen [1].

Motywacja dla autoréw jest przede wszystkim
wypromowanie formalnej metody postgpowania polegajacej
na przeksztatlcaniu symbolicznym opisu specyfikacji na
réwnowazny logicznie opis implementacji. Celem dalszych
badan jest peliejsza integracja metod komputerowego
wnioskowania z metodami syntezy logicznej. Przykltadowa
specyfikacja ~ kombinacyjnego ukltadu  cyfrowego
przetwarzana jest na zbidr aksjomatdw specyficznych
ipowiazana ze zdaniowym  rachunkiem sekwentow
Gentzena [l, 10]. Reguly wnioskowania Gentzena
etykietujace wraz podsekwentami kolejno uzyskiwane
wierzcholki drzewa wnioskowania $wiadcza o formalnej
poprawnosci przeksztatcen wyrazen logicznych.

Rezultaty otrzymane w sposob symboliczny moga
stuzy¢ do weryfikacji poprawnosci wynikow réznorodnych
programow heurystycznych zobszaru techniki cyfrowej
i sztucznej inteligencji. W wielu przypadkach praktycznych
mozliwa jest ocena jako$ci uzyskanych heurystycznie
rezultatow, na podstawie przegladu wszystkich doktadnych
rozwigzan.

Po niewielkich modyfikacjach opisane formalne
procedury wnioskowania moga by¢ zastosowane do analizy
danych w obszarze metod syntezy logicznej i sztucznej
inteligencji [6, 7, 8, 9, 10, 11].

2. MONOTONICZNY RACHUNEK

SEKWENTOW
Monotoniczny rachunek sekwentow [2]  jest
podzbiorem  ogdlniejszego  zdaniowego  rachunku

opisanego migdzy innymi w pracach [1, 4, 11].
Sekwentem nazywa si¢ uporzadkowana pare (7, 4)

skonczonych zbioréw formut I'={A1,42,....Am},
A={B1,B2,...,Bn}. Definiujac sekwent (1)
Al,L A2, .., Am |- BI, B2, ..., Bn (1)

zaktada sig, ze jest on speliony dla tych warto$ciowan,
dla ktorych formuta (2)

(Al *A2* .. *Am)-> (Bl + B2 + ... + Bn) ()
rozpatrywana  w klasycznym  rachunku zdan  jest
spelnialna. W przyjetej notacji symbol ’->’ oznacza

implikacjg, symbol ’+’ dysjunkcjg, natomiast symbol **’
jest  symbolem  koniunkcji. We  wnioskowaniu
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wykorzystywane sa reguly: lewo i prawostronnej
eliminacji spojnikow koniunkcji (3) i dysjunkcji (4).

A|-0D*¥,T OD* VI |-11

3)
A|-0D A|-0¥ ODY.I|-IT
OP+WI | -1 A|-0P+¥.I @
O®I|-I1 OYI|-II A|-0DY.T
Do eliminacji zbednych formutl logicznych

w procesie wnioskowania wykorzystuje si¢ regule cigcia
(5), jako wuogoélniong form¢ pochtaniania w procesie
rezolucji.

ODI|-¥ OI|-¥d
o.r|-¥

)

W monotonicznym rachunku sekwentow przyjmuje
si¢, ze w formutach logicznych zawartych w sekwencie
nie wystgpuja rownoczes$nie te same literaly w postaci
afirmacji i negacji.

System wnioskowania GENTZEN uzupetniony jest
mechanizmem  wyszukiwania  podsekwentow  juz
zdominowanych lub tych, ktore zostalyby zdominowane
przez kolejno powstajace podsekwenty. Sa one
natychmiastowo wycinane z drzewa dowodu. Pelny opis
systemu komputerowego wnioskowania w zdaniowym
rachunku sekwentéw mozna znalez¢é w pracy doktorskiej
[11]. Po niewielkiej modyfikacji system GENTZEN
umozliwi w pelni automatyczna redukcj¢ nadmiarowego
zbioru zmiennych wej$ciowych funkeji skonczonych, stad
moze zosta¢ zastosowany takze podczas redukcji
wielowarto$ciowych tablic decyzyjnych.

2. WYZNACZANIE TRANSWERSALI
Z WYKORZYSTANIEM KOMPUTEROWEGO
WNIOSKOWANIA METODA GENTZENA

Pojecie transwersali wykorzystywane jest
w kombinatoryce i czgsto powiazane z teoria hipergrafow
[3, 8].

Wykorzystanie transwersali do wyznaczania
sekwentow  rozrdéznialnosci  szczegdétowo omodwiono
w rozdziale 3. Niech Al jest zbiorem literatow {x/, /x2,
x4, x5, x7}. Zbior Al zostal podzielony na nastgpujace
podzbiory: {/x4}, {xI , x6 , /x7}, {xI , /x2 , x5, x6}.
Transwersala rozpatrywanej rodziny podzbiorow jest
podzbior zbioru Al, powstaly poprzez wybranie po
jednym elemencie zkazdego zpodzbioréw. Jedna
z minimalnych transwersali o najmniejszej mocy jest
transwersala  I1={x1,/x4}. Wszystkie minimalne
transwersale 11+14 wyznaczono przeksztatcajac sekwent:

/x4, (x1 +x6 + /x7),(x] +/x2 + x5 +x6)|-Al (6)
do dualnego sekwentu:
(x1*/x4),(/x4*x6),(/x2*/x4*/x7),(/x4,x5,/x7)|-A1 @)

Sposob wykorzystania transwersali do wybierania
niezbgdnych implikantow pokazano w rozdziale 4. Niech
A jest zbiorem wszystkich rozpatrywanych implikantow
{11,12,...,122}. Rozroznia si¢ nastgpujace ich podzbiory
Al={11, 12, 13, 14}, A2={11, 12, 15, 16, 17, 18, 19, 110},
A3={15, 16, 111, 112, 113, 114, 115}, A4={12, 17, 19, 110,

116, 117, 118, 119, 120}, A5={121, 122}. Tylko jeden
element z kazdego podzbioru jest niezbgdny. Transwersa-
lami sa migdzy innymi podzbiory {1/, 15, 116} oraz {II,
115, 117}). Szczegblowe przyklady wyznaczania
transwersali metoda wnioskowania gentzenowskiego
zostaly zamieszczone w rozdziale 4. ZYozono$¢
obliczeniowa wnioskowania redukcyjnego dla
stosowanych  tutaj sekwentow monotonicznych,
zawierajacych m literalow, mierzona liczba weztow
w drzewie dowodu ma charakter wiclomianowy [2, 4].

3. WYZNACZANIE SEKWENTOW
ROZROZNIALNOSCI

Jako przyktad rozpatrywana jest tablica decyzyjna
(Tabela 1) opisujaca funkcjg logiczna Z = f{x1, x2, ..., x7).

Tabela 1.
Przyktadowa tablica decyzyjna [4]
X1l |x2 x3 x4 |x5 X6 x7 Z
1 1 0 0 0 1 1 0 1
2 1 0 0 0 0 1 1 1
3 1 0 0 1 0 0 0 1
4 0 1 1 0 0 1 1 1
5 1 0 1 0 0 0 0 1
6 1 0 0 1 1 1 0 0
7 0 0 0 0 1 0 1 0
8 0 1 0 1 1 0 1 0
9 0 0 1 0 1 0 1 0
10 |0 1 1 0 0 0 0 0
11 |0 1 0 0 0 0 0 0
Ze wzgledu na ograniczone ramy w artykule nie
omowiono sposobu uzyskiwania sekwentow
rozrdznialnosci metoda symboliczna W Sposob
automatyczny. Zaklada sig, zeznany jest hipergraf
rozroznialno$ci otrzymany sposobem przestawionym

w pracy [9]. Przez sekwent rozréznialnosci dla i-tego
wiersza tablicy decyzyjnej rozumiany bedzie sekwent Ai,
ktory jest spetniony dla warto$ciowania zmiennych
przedstawionego wierszem . Literaly wyst¢pujace
w poszczegodlnych sekwentach 4i, i=1,...,5 nie wystgpuja
rownoczesnie w postaci afirmacji inegacji tej samej
formuly elementarnej. Sekwent rozrdznialnosci moze
wystgpowa¢ wdwoch komplementarnych, dualnych
formach. Transformacja sekwentu (6) na dualny sekwent
(7) jest rownowazna przeksztatceniu koniunkcji trzech
dysjunkcji na posta¢ dysjunkcji czterech koniunkcji.

Tabela 2.
Sekwenty rozrdznialnosci

/x4,(x1 +x6 + /x7),(x1 + /x2 + x5 + x6)|-Al;

(/x5 + /x6),(x1 + x4 + /x5 + /x7),(x1 + /x2 + /x5 +
/xT7),(x1 + /x2 + x4)]-A3;

(/x1+x2+x3+ /x4 + /x5 +x7),(x3 + /x4 + /x5 +
x6),(x2 + /x5 + x6),(x6 + x7)|-A4;

(x3 + /x4 + /x5 + /x6),(x1 + /x5 + /x7),(x1 + /x2)|-AS;
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4. REDUKCJA NADMIAROWYCH
SEKWENTOW — IMPLIKANTOW

Koniunkcje 171=x1%x4, 12=/x4%x6, 13=/x2%x4*/x7,
14=/x4*x5*/x7 wystgpujace po lewej stronie sekwentu (7)
nalezag do podzbioru Al={Il, 12, I3, 14} wszystkich
implikantow rozpatrywanej funkcji Z. Wyszukujac
réwniez inne podzbiory A2-A5 zbioru implikantow
{11-122}, otrzymano rezultaty zamieszczone w tabeli 3.

Redukcja  powtarzajacych si¢  sekwentow  zostata
przeprowadzone W sposdb automatyczny w systemie
wnioskowania GENTZEN. Sekwenty elementarne

opisujace rozpatrywane implikanty funkcji logicznej
Z zostaly powiazane zimplikantami /={I1, 12, ..., 121,
122}, anastgpnie pogrupowane zgodnie z podzbiorami
Al-A5.

Tabela 3.
Sekwenty pokrywajace implikanty funkcji Z
Imphkan.ty Symbole
Grupa W postaci L ,
, implikantéw
sekwentow
x1,/x4]-Al; I1
Al= /x4,x6]-Al; 12
{I1,12, 13, 14} /x2,/x4,/x7|-Al; 13
/x4.x5,/x7|-Al; 14
x1,/x4|-A2; I1
/x4,x6|-A2; 12
A= x1,/x5]-A2; I5
(11,12, 15, 16, ;XZ’/X5|'A2_’ 16
1718, 19. 1103 | *OX0FAZ; 17
T x1,x7|-A2; I8
/x5,x7|-A2; 19
x6,x7]-A2; 110
x1,/x5]-A3; I5
/x2,/x5]-A3; 16
A3= x4,/x5|-A3; I11
{I5,16, 111,112, | x1,/x6/-A3; 112
113,114,115} /x2,%4,/x6|-A3; 113
/x2,/%6,/x7|-A3; 114
x4,/x6,/x7|-A3; 115
/x1,x6]-A4; 116
x2,x6[-A4; 117
Ad= x3,x6[-A4; 118
(12,17, 19, 110, | /X4X6FA%; 12
116,117, 118, %5.X6|-Ad; 17
119, 120} x2,x3,x7|-A4; 119
’ x2,/x4,x7|-A4; 120
/x5,x7|-A4; 19
x6,x7|-A4; 110
x1,x3|-AS; 121
/x2,x3,/x7|-AS5; 122
AS— x1,/x4|-AS; I1
/x2,/%4,/x7|-AS; 13
3%17,116,117, x1,/x5|-AS; I5
/x2,/x5]-AS; 16
x1,/x6]-AS5; 112
/x2,/%6,/x7|-AS; 114

Metoda moze by¢ wykorzystywana do oceny jakosSci
wynikow redukcji tablic decyzyjnych wykonywanych
manualnie lub komputerowo, poprzez sterowany przeglad
akceptowalnych, alternatywnych wariantow.

5. WYZNACZANIE NAJKORZYSTNIEJSZEGO
PODZBIORU IMPLIKANTOW

Wybranie najkorzystniejszego, minimalnego
podzbioru implikantow sposrod wszystkich
rozpatrywanych implikantow selekcjonowanych

z nadmiarowego zbioru polega na wyszukaniu transwersali
podzbiorow A1={11, 12, I3, I4}, ..., A5={11, I3, 15, 16, 112,
114, 121, 122}, spetniajacej rownoczesnie inne dodatkowe
kryteria.

Tabela 4.
Sekwent wyznaczajacy tranwersale pokrycia

Z |- TT*12*13*14 , [1*12*15*16*17*I8*19*110,
I5*16*T11*112*113*114*115,
[16*117*118*12*17*119*120*19*110,
21*122*T1 *13*15*16*112*114;

Wyznaczajac minimalne transwersale podzbiorow
Al-A5, postuzono si¢ sekwentem, zamieszczonym
w tabeli 4. Poprzez redukcjg tego sekwentu, a tym samym
po wyszukaniu wszystkich minimalnych pokry¢ funkeji
Z implikantami  ze zbioru [, otrzymano az 208
pojedynczych sekwentow (Tabela 5).

Wyznaczone minimalne symboliczne reprezentacje
funkcji Z zawieraja po 2, 3 lub nawet 4 implikanty.
Uzyskane komputerowo rezultaty minimalizacji funkcji
zamieszczono zgodnie z kolejnoscia ich otrzymywania. Po
podstawieniu za symbole implikantow odpowiadajacych
im formut logicznych (tabela 3) bez zbednych
przeksztalcen wprost uzyskuje si¢ posta¢ dysjunkcyjno-
koniunkcyjna. Wyliczone jako pierwsze dwie symboliczne
reprezentacje funkcji Z zamieszczono w tabeli 6.

Tabela 5.
Akceptowalne wyniki pokrycia funkcji implikantami

1,116, 15; |11, 117, 15; |11, 118,15; |-11, I3, 17;
11,119, 15; |11, 120, 15; |-11,15,19; |-I1,110,15;
1,116, 16; |11, 117,165 ..ooen....... -110,115,122,14;

Tabela 6.
Dwa pierwsze wyniki minimalizacji funkcji logicznej Z
|-I1,116,15; Z = x1*/x4 + /x1*x6 + x1*/x5
|-11,117,15; Z = x1*/x4 + x2*x6+ x1*/x5

7. WYNIKI EKSPERYMENTOW

Najkorzystniejsze wyniki minimalizacji ze wzglgdu na
liczbeg implikantéw oraz zmiennych zamieszczono w tabeli
7. Biorac pod uwagg minimalng liczbe implikantow
wyznaczono cztery minimalne postacie funkcji logicznej Z.
Nastgpnie jako dodatkowe kryterium przyjgto liczbg
roznych literalow wchodzacych do wyrazen logicznych
eksponujac symboliczng posta¢ funkcji w62: Z = f(xI x4
,x6) wykorzystujaca tylko trzy z posrod siedmiu zmiennych.
Metoda symboliczng eliminuje si¢ wigc zbyteczne
(pozorne) argumenty funkcji.

Pelne drzewo dowodu zawiera 208 lisci. Warto
zauwazy¢, ze pierwsze akceptowalne rozwiazanie (trzy
implikanty) skojarzone z lisciem wl uzyskano juz po o$miu
krokach wnioskowania. Wszystkie korzystne rozwiazania
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ze wzgledu na minimalng liczbg implikantow réwna dwa,
ktdre sa zamieszczone w tabeli 7 przypisane sa stosunkowo
wezesnie lisciom o numerach: w57, w58, w62 1 w67. Jedno
z najgorszych rozwigzan uzyskano w ostatnim 208 lisciu
drzewa dowodu.

Tabela 7.
Najkorzystniejsze wyniki minimalizacji funkcji Z

(w57)  |-12,15; 7 = /x4*x6 + x1*/x5
(w58)  |-12,16; Z = /x4%*x6 + /[x2%/x5
(w62) |-12,112; Z = /x4*x6 + x1*/x6
(w67) |-12,114; Z = [x4*x6 + /x2*/x6*/x7

Korzystne rozwiazanie w57 jest catkowicie zgodne
z wynikiem minimalizacji przeprowadzonej w ksiazce [4].
Identyczny wynik uzyskano minimalizujac funkcje
Z z wykorzystaniem programu ESPRESSO. Najlepszym
rozwiazaniem zarowno ze wzgledu na najmniejsza liczbe
implikantow, jak iliczbe literatow jest
jednak formuta w62: Z = f (x1 ,x4 ,x6) = /x4*x6 + x1*/x6.

Podatno$¢ algorytmu na heurystyke zwiazang
z porzadkiem formut w sekwencie sprawdzono porzadkujac
podzbiory A1-A5 zgodnie zich moca. Umowna podstawa
oceny jest numer liscia, w ktorym uzyskano ten sam wynik,
co stosujac program ESPRESSO.

Tabela 8.
Podatnos¢ algorytmu na heurystyke
Liczba | Pozycja | Pozycja Czas
Porzadek wezlow | wdrze | naliScie | uzyskania

drzewa wie rOZW. |-12,I5
;)"y padkow | 5519 302 57 0,654s
Niemalejacy 2520 161 57 0,375s
Nierosnacy 1954 706 85 1,437s

7. PODSUMOWANIE I WNIOSKI

Na podstawie konkretnego sposobu redukcji binarnej
tablicy decyzyjnej, pokazano uzyteczno$¢ pehiejszego
zintegrowania metod syntezy logicznej z formalnymi
metodami  automatycznego  wnioskowania  metoda
Gentzena. Mimo  wyraznej przydatnosci  obliczen
symbolicznych w procesie minimalizacji funkcji logicznych
bezsensowne jest konkurowanie w tym obszarze z uznanym
na $wiecie heurystycznym programem ESPRESSO, jednak
jak pokazano, nie zawsze dajacym najlepszy wynik. Zaleta

proponowanej procedury jest mozliwos¢ otrzymania
pelnego zbioru akceptowalnych rezultatow wraz zich
komputerowym  dowodem  poprawnos$ci w logice
sekwentow.
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