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Zastosowanie funkcji autokorelaciji
| skwantowanych danych do obliczania wariancji
estymatora wartosci oczekiwanej sygnatu

Elzbieta Kawecka, Sergiusz Sienkowski

Streszczenie: Celem pracy jest wyznaczenie rzeczywistej
wariancji wartosci oczekiwanej skwantowanego sygnatlu
w odniesieniu do estymatoréw tej wielkosci obliczanych
metoda klasyczna oraz na podstawie funkcji autokorelacji.
W pracy zdefiniowano posta¢ estymatora wartosci
oczekiwanej sygnatu. Na tej podstawie wyznaczono jego
wariancj¢. Do badan zastosowano skwantowane probki
sygnatu oraz momenty zmiennej losowej. Zalozono,
ze probki sygnalu zostaly skwantowane w przetworniku
analogowo-cyfrowym (A-C) typu zaokraglajacego
o idealnej charakterystyce kwantowania. W charakterze
przyktadu przedstawiono wyniki obliczen wariancji dla
sygnalu sinusoidalnego, sygnatow losowych o rozktadach:
rownomiernym oraz Gaussa.
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1. WPROWADZENIE

Niech przetwornik A-C begdzie idealny w swoim
dziataniu i wszystkie mozliwe btedy pomiedzy —¢q/2 a q/2
(¢ — krok kwantowania) bgda réwnie prawdopodobne.
Ponadto niech pogrupowane probki dyskretnego w czasie

i skwantowanego w amplitudzie sygnalu x, tworza
M — wymiarowa zmienna losowa
x, =[x, (0)x, (1),....x, (M —1)), (1)

gdzie M to liczba probek sygnatu.

Funkcje zmiennej losowej x, moga dawac poczatek
nowym zmiennym losowym nazywanym statystykami.
Typowym przyktadem statystyki jest srednia z proby

~ 1
%, =—(x,(0)+...+x, (M -1)). @)
M

Statystyka (2) jest estymatorem wartosci oczekiwane;j
zmiennej losowej x = (x(O), s x(M —1)). Zmienna x
zostala utworzona na podstawie pogrupowanych probek
dyskretnego w czasie sygnatu pierwotnego x.

2. WARIANCJA ESTYMATORA WARTOSCI
OCZEKIWANEJ SYGNALU

Wariancj¢  estymatora (2) mozna  obliczy¢

na podstawie zaleznosci [1]

varlf, |= E[():cq )2] -5 ]. 3)

Zwro6¢my uwage, ze:

E[@]:E[ Zx } ZE[x )l o
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gdzie R, to funkcja autokorelacji zmiennej x,.

Ostatecznie wariancj¢ estymatora (2) mozna obliczy¢
na podstawie wzoru

vanls, |-——(el]- £, ). ™

lub odpowiednio z zaleznosm [21-14]
. . 1
Var,F,|= = > 0(1 —V]Rw (i)~ (1 + ﬁ] Ex,]. ()

Sktadniki wzoréw (7) 1(8) mozna
korzystajac z momentow zmiennej losowej x, [5]

obliczy¢
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przy czym sinc(z) =sin(z)/z.

(10)

Wyznaczanie wariancji na podstawie momentow nie
jest proste iwymaga znajomosci postaci funkcji
charakterystycznej @ ( E[ ’VX] zmiennej x [1]. Latwiej
oszacowaé wariancj¢ zzastosowamem skwantowanych

probek sygnatu x4 i wzoru
M-1

I7ar1 [):cq]=#2(xq(i)_§q )2 >

i=0

(11

lub zaleznosci

I7ar2[§q]:é§(1—ﬁj§%() [1+—J( J. a2

gdzie

~ 1
R, (k)= IV

M-

qu(i)xq(i-i-k), k=0,1,...,M
i=0

~1. (13)

Wyrazenie RH to estymator funkcji autokorelacji

R zmiennej x, [6].

- . Sposob obliczania wariancji
na podstawie (11) jest podejsciem klasycznym, czgsto
spotykanym w literaturze.

Nalezy zwréci¢ uwage, ze (2) jest estymatorem
obcigzonym, ajego obciazenie zalezy od operacji
kwantowania [7]. Podobnie jest zestymatorami (11)
i (12), jednakze ich obciazenie zalezy nie tylko od operacji
kwantowania. Mozna wykazaé, ze dla przetwornika A-C
o nieskonczenie duzej rozdzielczosci, estymatory (11)
i (12) sa pierwotnie obciazone [1]. Obciazenie to jest
ujemne, a wigc daje zbyt male oszacowanie wariancji (3).
Mnozac (11) 1(12) przez M /(M —l) fatwo przeksztalci¢

oba wzory dopostaci estymatord6w  pierwotnie
nieobcigzonych
~ |~ 1 Ml N =
Var3[xq]:mio(xq(z)—xq)z , (14)
2 M i M +1
Ve = [ 15
ror i 1,0( ] - (M 1]( J a9

Zaleznosci (14) i(15) pozwalaja na oszacowanie
wariancji (3) wprzypadku, gdy wplyw na obciazenie
estymatoréw ma jedynie operacja kwantowania.

2.1. WARIANCJA ESTYMATORA WARTOSCI
OCZEKIWANEJ SYGNALU SINUSOIDALNEGO

Niech x=(x(0), ..., x(M-1)) bedzie proba z rozktadu

sinusoidalnego S(A, AO) z parametrami: A - amplituda,

Ay — sktadowa stata sygnatu. Funkcja charakterystyczna
zmiennej x ma postac¢
D, =J,(4v)e’", (16)

gdzie J, to funkcja Bessela 1-go rodzaju rzedu 0 [8].

A2
Poniewaz E[x]=4, oraz E[xz]:7+A§, to

na podstawie (7) 1 (9) otrzymujemy

-2
= 1 1 1(4
Va’[xq]:ﬁA [2+12( ]
q
-1 L i 17)
a4} s E A (4] A )] ¢
+7[(‘]J '%:w i e’ 27z1'Jo 271'lq . +J, qu

A ik [—lj”k
Jo| 2mi— 2mk— |e T2
wels) EEAL bl S

gdzie J; to funkcja Bessela 1-go rodzaju rzgdu 1.
Na rysunku 1 przedstawiono wykresy wariancji
estymatora wartosci oczekiwanej obliczonej na podstawie

momentéw i skwantowanych probek sygnatu
sinusoidalnego.
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Rys. 1. Wariancja estymatora wartosci oczekiwanej
sygnalu sinusoidalnego (4,=1.234, M=1000, g=1)

Oznaczmy przez 7, estymate minimalizujaca sume
kwadratow bledow oszacowania wariancji na podstawie
skwantowanych danych. Btedy te stanowia ro6znice
wariancji  obliczanej na  podstawie =~ momentow
i skwantowanych danych dla zmieniajacej si¢ amplitudy

A sygnalu
= Z(Var[):cq ]— Var[fq ])2 .
A

Wykonano eksperyment polegajacy na obliczeniu 7,.

(18)

Przyjgto, ze Var[)%q =Var, X, | oraz kolejno

Var[y%q]: Var, [ych] i Var[):cq]z Var, [)%q] . Ponadto

A=0, 0.1, ..., 5, 4p=1.234, M=1000, g=1. Dodatkowo
zalozono, Ze warto$¢ 7, zostala znormalizowana
wzgledem ilosci wygenerowanych warto$ci A oraz,

ze eksperyment wykonano K =1 razy. Po zakonczeniu
=1, = 2.8-107".

z oczekiwaniami, podejScie klasyczne (7,;) i funkcja
autokorelacji (77,,) daty ten sam wynik.

obliczen otrzymano 7, Zgodnie

2.2. WARIANCJA ESTYMATORA WARTOSCI
OCZEKIWANEJ SYGNALU LOSOWEGO
O ROZKEADZIE GAUSSA

Niech x=(x(0), ..., x(M-1)) bedzie proba z rozktadu
Gaussa N(o;, u), gdzie o, to odchylenie standardowe,
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4 — warto$¢ oczekiwana zmiennej x. Funkcja 4 0.2705 0.2630 0.2602 0.2608
charakterystyczna zmiennej x ma postac 5 0.2668 0.2636 0.2605 0.2612
_ ,05Vor juv
P, =e e (19) Obliczanie 7, 17, powtorzono wielokrotnie

Stad, ze E[x]=ui E[xz] =0 + u’ otrzymujemy
Var[):c ]:LO'Z 1+i Zn )
“oMmT 12\ ¢
—0.. 7riﬁ ’ j2mi— -2
+22[—1)ie 05[2 "] e/2 :[[Znia"] +1]

(20)

ik

Na rysunku 2 przedstawiono wykresy wariancji
estymatora wartosci oczekiwanej obliczonej na podstawie
momentéw i skwantowanych probek sygnalu losowego
o rozktadzie Gaussa.
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Rys. 2. Wariancja estymatora warto$ci oczekiwanej
sygnatu losowego o rozktadzie Gaussa
(1=1.234, M=1000, g=1)

Analogicznie jak w pkt. 2.1 wykonano eksperyment
polegajacy na obliczeniu

n, = ;(ﬁar[):cq ]_ V‘”’[i;])z

dla zmieniajacych si¢ wartosci o;,. Podczas eksperymentu
przyjeto o,=0, 0.1, ..., 5, z=1.234, M=1000. Probki
sygnalu generowano osobno stosujac podejsécie klasyczne
i funkcjg autokorelacji. Ze wzglgdu na niejednoznaczno$é
wynikdw oszacowan (sygnat losowy) eksperyment
powtdrzono K=1000 razy, a nastgpnie usredniono wyniki
obliczen.  Przykladowe  wyniki  oszacowan My
przedstawiono w tabeli 1.

2

Tabela 1.
Wyniki oszacowan 77, dla sygnatu losowego
o rozktadzie Gaussa

q=0 q=1
Lp. Mg M2 Ty T2
ppm ppm ppm ppm
1 0.2678 | 0.2645 0.2568 | 0.2577
2 | 02598 | 0.2646 | 0.2590 | 0.2621
3 0.2616 | 02642 | 02574 | 02597

otrzymujac najczesciej 7, <7,,. Takie oszacowanie

przestawato obowiazywaé dla K >0, M — o ig—0.
Wowczas funkcja autokorelacji i podejscie klasyczne
dawaty zwykle niepowtarzalne wyniki poréwnah 7,,1 7,,

aobie metody pozwalalty na uzyskanie tak samo
doktadnych wynikow oszacowania wariancji wartosci
oczekiwanej sygnatu.

2.3. WARIANCJA ESTYMATORA WARTOSCI
OCZEKIWANEJ SYGNALU LOSOWEGO
O ROZKLADZIE ROWNOMIERNYM

Niech x=(x(0), ..., x(M-1)) bedzie proba z rozktadu
rownomiernego U(4,, Ay), gdzie A, to amplituda,
Ay — skladowa stata sygnalu. Funkcja charakterystyczna
zmiennej x ma postaé

— Sin(Anv) ejAoV .

. 22
ST 22)

N . 4,
Poniewaz E[x]:A i Elx’| =—2+4;,t0
0 3 0
1oaf1o1(4,)"
Var[; ]:—An2 —+—| =
“M 3 12\ ¢
-2 i A -1
4,) &) et 4 4 4
+%[—”] Z(_—ZJe/ ? sin[2m‘—”) i[—”} —ctg[Zm‘—”J
27\ ¢ = i q )\ @\ q q

1 A, 6w ) A, . A jzni;(,ﬂ) [_UHI{
Ay Z 2 sin 27117 sin| 27k —= le el

(23)

n . n
167"\ ¢q [y — q
i#0 k20

Na rysunku 3 przedstawiono wykresy wariancji
estymatora wartosci oczekiwanej obliczonej na podstawie
momentéw 1 skwantowanych probek sygnatu losowego
o rozkladzie rownomiernym.

Podobnie jak w pkt. 2.1 1 2.2 wykonano eksperyment
polegajacy na obliczeniu wartosci

n, = Y Var5 |- var5) )}

An

24

Podczas eksperymentu przyjeto 4,=0, 0.1, ..., 5,
Ap=1.234, M=1000. Probki sygnatu generowano jak
w pkt. 2.2. Eksperyment powtérzono K=1000 razy
usredniajac ~ wyniki  obliczen. Przykladowe wyniki
oszacowan 7, przedstawiono w tabeli 2.
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Rys. 3. Wariancja estymatora wartosci oczekiwanej
sygnatu losowego o rozktadzie rownomiernym
(4o=1.234, M=1000, g=1)

Tabela 2.
Wyniki oszacowan 77, dla sygnatu losowego
o rozktadzie réwnomiernym

q=0 q=1
Lp. Mg My 7, ;2
ppm ppm ppm ppm
1 |0.01878 | 0.01883 | 0.01231 | 0.01241
2 | 0.01884 | 0.01858 | 0.01231 | 0.01241
3 | 0.01885 | 0.01896 | 0.01231 | 0.01241
4 |0.01895 | 0.01907 | 0.01231 | 0.01241
5 |0.01877 | 0.01874 | 0.01231 | 0.01241
W przypadku  sygnalu  losowego o rozkladzie

rownomiernym bledy 77,1 77,, przyjmuja wartosci, ktore
wskazuja,  ze zastosowanie  funkcji  autokorelacji

oraz metody klasycznej daje tak samo doktadne wyniki
oszacowania wariancji warto$ci oczekiwanej sygnatu.

2.4. PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono wyniki badan nad wariancja
estymatora wartosci oczekiwanej sygnatu. Wariancjg
obliczono na podstawie momentow zmiennej losowej
i skwantowanych danych stosujac podejscie klasyczne
i funkcjg autokorelacji.

W przypadku zastosowania funkcji autokorelacji
nalezy liczy¢ si¢ z wydluzonym czasem obliczen. Jezeli
narzut czasowy nie jest istotny lub proba nie jest duza to
dla sygnalow okresowych mozna stosowaé oba sposoby
szacowania wariancji.

Dla sygnalow przypadkowych lub sygnatéw
okresowych  ze skladowa losowa, skwantowanych
w przetworniku A-C, estymata minimalizujaca sumg
kwadratow bledow oszacowania wariancji moze dawac
wigksze wartosci w przypadku zastosowania funkcji
autokorelacji niz podejscie klasyczne. Wynika to
z faktu, ze podczas obliczen sygnat losowy badz sktadowa
losowa wraz zbtedami powodowanymi kwantowaniem
nie sa w dostateczny sposob usredniane. Ich usrednienie
w wigkszym stopniu zalezy od licznosci proby i liczby
usrednien.

Takiej wlasciwos$ci nie zaobserwowano w przypadku
sygnalow pierwotnych, gdzie funkcja autokorelacji
i podejscie klasyczne dawaty tak samo doktadne wyniki
oszacowania wariancji warto$ci oczekiwanej sygnatu.

Nie mozna wykluczy¢, ze dla dostatecznie licznej
proby iduzej liczby usrednien zastosowanie funkcji
autokorelacji  pozwoli na  uzyskanie = wynikow
$wiadczacych o dokladniejszym oszacowaniu wariancji
dla danych skwantowanych. Jednak w praktyce obliczanie
wariancji na podstawie tej metody ograniczaé si¢ bedzie
do sytuacji pomiarowych, w ktorych préba nie jest liczna,
znane sa warto$ci funkcji autokorelacji lub mozna je
wyznaczy¢ na podstawie charakterystyki widmowej
gestosci mocy opisujacej 0g6lna strukturg
czgstotliwosciowa sygnatu. W pozostatych przypadkach
stosowane begdzie zwykle podejscie klasyczne.
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